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1 Community detection in sparse random

networks

1.1 Rahmenbedingungen und Hilfslemmata

Sei G = (V, ) ein ungerichteter Graph (V sei die Menge der Ecken, oBdA.
V ={1,..,N}, € die Menge der Kanten). Sei W = (W, ;) € {0, 1}}"*¥ die
zugehorige Adjazenzmatrix, mit W;; =1 <= (i,7) € £ (W symmetrisch)
und W;; =0,ie€{1,...N}.

Unter der Nullhypothese ist der Graph G eine Realisierung von G(N, py),
Erdés—Rényi-Graph mit N Ecken und Verbindungswahrscheinlichkeit py €
(0,1) ( <= Die Eintrage tiber der Diagonalen von W sind iid verteilt mit
P(W;; =1) = poVi < j). AuBerdem sei py bekannt.

Unter der Alternative existiert eine Teilmenge S C V, so dass P(W;; = 1) =
Vi, j € S,1 # j mit p; > pg. Die Teilmenge S ist nicht bekannt, es wird
aber angenommen, dass |S| = n bekannt ist. Bezeichne Hy die Nullhypthese,
es wird Hy gegen H := U|g—, Hgs getestet. Es wird asymptotisches Verhalten
betrachtet, mit

N — oco,n=n(N) — oo,n/N — 0,n/log(N) — cc.

Weiterhin héngen auch py = po(N) und p; = p1(N) von N ab. Ein Test
¢ erhalte W als Eingabe, so dass ¢(W) = 1, falls eine obige Teilmenge S
existiert und ¢(W) = 0 andernfalls. Das Risiko eines Tests ¢ sei

Yn(p) =Po(p =1) + gllggPs(ﬁb =0).

Eine Folge (¢n) von Tests fir eine Folge Wy von Adjazenzmatrizen
heiit asymptotisch schwach, bzw. stark, falls yn(on(Wy)) — 0, bzw.
v (dn(Wy)) — 1. Die Hypothesen verschmelzen asymptotisch, falls

Y = infyn(9) = 1
und trennen sich vollsténdig asymptotisch, falls

v — 0.
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Wir definieren:

Ao := Npo, A1 :=np;

Wy = maxg—, Ws, Wy g := maxrcs rj—x Wr, Ws := %, jesic; Wij, Wi =
SUDJ_ /s uy 1= log(log(N/n))

Wir nehmen an, dass N2py — 0o, n?p; — oo. Definiere weiter

o= 1530 Hy(q) = qlog(q/p) + (1 - q)log(1=4),p,q € (0, 1).

Lemma 1.1 (Chernoffs bound) Firn €N, ¢,p € (0,1) gilt:
P(Bin(n,p) > qn) < exp(—nH,(q)).

Lemma 1.2 Sei h(z) = zlog(x) —x+ 1. Fir0<p<gq <1 gilt:

2

0 < Hy(q) — ph(a/p) < 0(161_ q)-

Lemma 1.3 Firl <k <n mitk,n €N gilt

(i) <()=(%)

Lemma 1.4 Fiir jedes A > 1 bezeichne ny den kleinsten Wert, der die Glei-
chung n = exp(A(n — 1)) lost. Sei C,, die grofste Zusammenhangskomponente
in G(m, A/m) und nehme an, dass X > 1 fest sei. Dann gilt

[Coal ~F (1 = 12)m

A

e

1.2 Resultate

Satz 1.5 (Broad Scan Test) Der Scan Test basierend auf W ist asympto-
tisch stark, falls

Es[W;
(i) limsup o < 1 und liminf(1 — a) supy_,, /. alluft

k

s > 1;
oder
(i) « — 0 und liminf \; > 1.
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Satz 1.6 Angenommen, ( = W% — 0. Dann sind alle Tests asym-

ptotisch schwach in jedem der fogenden Szenarien:

. . I .
(i) Ao = 0, Ay = 0, limsup [i—‘illsgg((x)) <1, wobei I := X\ — 1 —log(\);
(77) 0 < liminf A\g < limsup A\g < 00, A\; — 0;

(7ii) Ao — 0o mit  — 0, limsup A; < 1;

(iv) 0 <liminf o <limsupa < 1, limsup(l — a)sup}_, % < 1.

Der Beweis des letzten Resultates ist fehlerhaft.
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