1.3 Make auf R

1.3 Male auf R

Wir kénnen nun das Lebesgue-Mak A eindeutig auf B(R) definieren durch
A(a,b]) =b—a, a,b € Q mit a <b.

Ebenso erhalten wir eine Charakterisierung aller Wahrscheinlichkeitsmafe auf B(R).

Satz 1.20. Eine Funktion P : B(R) — [0,1] ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ genau
dann, wenn es eine wachsende rechtsstetige Funktion F : R — [0,1] gibt, so dass

P((a,b]) = F(b) — F(a), a,be Q,a <b.

Offensichtlich ist P eindeutig durch F' bestimmt!

Beweis. ,,= *: klar

w<= " Wir zeigen, dass P eine o-additive Mengenfunktion auf dem Erzeugenden-Halbring
H={(a,b] :a <b, a,beQ} ist.

Seien also {(a;, b;] : @ > 1} paarweise diskjunkt (p.d.) und } - (a;, bi] = (a,b]. Ohne
Einschrinkung kénnen wir umordnen in {(c;, ¢;—1]} mit .o (i, ci1] = (a,b] und
¢y > ¢y > ... Dann gilt ¢; » a und ¢; =b. (!)

Da F rechtsstetig ist, folgt

P((a,b]) = F(b) — F(a) = F(c1) — lim F(c,)
n—oo
= F(Cp) = F(Cun) = > _P((cn, ca))-
n=2 n=2
Die Behauptung folgt nun aus Theorem 1.19. O]

Fiir uns wichtig werden Verteilungen, also Bildmake sein.

Definition 1.21. Ein Tripel (2, F, 1) heiftt Mafiraum, falls F o-Algebra und p Maf
auf (Q, F) ist.
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1. Ein kurzer Ausflug in die Maftheorie

Definition 1.22. Sei (Q, F, ) ein Makraum, F’ eine o-Algebra auf ' Eine Funktion
f:Q — Q' heikt (F — F')-messbar, falls

f1(A) € Ffiir alle A € F'.
Fiir ein solches f heift f.p: F' — Rso U {0}, definiert durch
Fo(A) = p(fHAY) = plw € Q- fw) € A), A€ F

Bildmaf§ von p unter f.

Man zeigt leicht, dass f.u wieder ein Maf ist.

Die von f erzeugte o-Algebra f~!(F’) ist in der Tat eine o-Algebra. Ebenso gilt fiir
o(C') =F', dass

a(f7HC) = f~(a(C)).
Ist (', F) = (R, B(R)), so heilst f reellwertig und ist f F — B(R)-messbar, so nennen
wir f Borel-messbar.

Messbarkeit ist ein wichtiger Begriff, so dass wir ein paar Rechenregeln wiederholen.

Lemma 1.23. Seien (0, F), (U, F'), (", F") Mafriume auf f : Q — Q;9: Q — Q.
(i) F' =0o(C") = f messbar < f~}(C') C F
(i) f,g messbar = f o g messbar

(i11) stetige Abbildungen sind messbar (auf topologischen Raumen !) bzgl. der Borel-o-
Algebren.

(iv) Fine reellwertige Funktion f ist genau dann messbar, falls

{w:flw<z}eF VreQ

(v) f= ZCi]lAi ist messbar < Aq,..., A, € F.

=1
(vi) f,g:Q — R messbar = f'gva-f—i-b-g,gll{g?go} messbar (a,b € R)

(vii) f1, fo: Q — R messbar =
sup fn,inf f,,, limsup f,, liminf f,

messbar.
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Am interessantesten ist wohl die Messbarkeit von sup,, f,.:

{w:sup f(w) <z} = ﬂiw:fngu)gx}ef.

n>1

eF

Messbare Funktionen sind durch einfache Funktionen approximierbar:

i< f<itl i =0,....n-2"—1 Ay
Wir setzen: A;,, = {};">_n“§ <%k “Z B n’ 2n,n und f, = Z ;_nl{Aj,n}'
- ) - : j=0

Dann gilt f, 1 f.

Dies ist der Schliissel zum Integral! Wir definieren fiir einfache Funktionen

/fdu = /Zci]lAid,u = ZC"/A dp = Zcm(Ai)
i=1 i=1 ¢ i=1

und fiir messbare, nicht-negative Funktionen und f,, 1T f
/fd,u = lim /fndu = sup { /gd,u : g einfach und 0 < g < f}
n—oo

Dieses Integral konnen wir fortsetzten, falls mindestens ein Integral [ f*du, [ f~du end-
lich ist. Dann definieren wir

LHp) = {f:Q—)@:/|f|d,u<oo} (und analog L)

Satz 1.24. Einfache Eigenschaften

(i) f<gfi (dh pweQ:f>g)=0= [fdu< [gdu

(i) ’ I fdu‘ < [ |fldp (Dreiecksungleichung)
(i) [(af +bg)dp)a [ fdu+b [ gdu (Linearitit)
(iv) f=0fi. < [fdp=0

(v) [ fdpu<oo= f<oo fi.

(i) fot f= [ fadpt [ fdp.

Als Ubung beweisen wir den einfachen Substitutionssatz

Satz 1.25. g € LY(fiu) = go f € LY (i) und

[ oo sau= [ gatr..
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1. Ein kurzer Ausflug in die Maftheorie

Beweis. Es geniigt, die Aussage fiir einfache nicht-negative g zu zeigen. Der allgemeine
Fall folgt durch Approximation.

Seig=> 1" cla=gof=>", clea,, also

o0 fau=3cn(r € 4) =Y eruta) = [ gd(fun). s

i=1 =12

Auferst wichtig sind die folgenden Konvergenzsitze.

Theorem 1.26 (Monotone Konvergenz). Sei (€2, F, u) Makraum, f, > 0 und f:Q —

R messbar mit f, 1 f f.ii. =
lim :/fndp:/fdu.
n—oo

Beweis. Folgt direkt aus der monotonen Konvergenz mit

9n = (f = fo) Ljwen: fu @)t f@)}- 0

Theorem 1.27 (Fatou). Sei (2, F, 1) Makraum fi, fo, ... : Q — R messbar. Dann gilt

lim inf/fndu > / lim inf f,dpu.
n—oo

n—0o0

Beweis. k > n = fi, > infy>, fi, so dass

;g/nwz/gpmM

Fir n — oo erhalten wir

liminf/fndu > sup/inf frdp = /liminf fndp
k>n n—o0o

n—oo neN

wegen monotoner Konvergenz ( ’i1>1f fr T liminf f,,). O
>n n—00

Theorem 1.28 (Majorisierte Konvergenz). Sei (Q, 7, u) Makraum und f, g, (fn)n>1
Q — R messbar. Sei |f,,| < g f.ii. und lim,, o fr = f, g € L (1).

Dann gilt
i [ fudn = [ fau
n—oo
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1.3 Make auf R

Beweis. Fatou auf g+ f, g — f
Ohne Einschrénkung |f,| < g Yw € Q =

(1) /(g + fldp < ligigolf/(g + fa)dp = /gdu+ 1ir{ggf/fndﬂ

(2) /(g — fdp < /gd,u - limsup/fndu, also (subtrahier /gdu)

n—oo

1) 2)
/fdu < liminf/fndu < limsup/fndu < /fdu. n
n—o0

n—oo
Wir erinnern kurz an die L”(u)-Riume

LP(u) = {f : Q — R messbar mit ||f||, < oo} und

111 = ([ 117a) ™

[flloe = inf{K": pu(|f] > k) = 0}

Es gilt fiir messbare f, g, dass

(i) 0<pgr<oound ;+o=73 |fgll=fllllgllg

T

(i) 1<p<oo: 1F+ gl < 171+ llglls

Definition 1.29 (Konvergenz im p-ten Mittel). Eine Folge (f,)n,>1 C £P(u) konver-
giert im p-ten Mittel, falls

1fa = £lly = 0.
Wir schreiben

fo 28

n—00

Konvergiert eine Folge im p-ten Mittel, so auch im ¢-ten Mittel, falls ¢ < p. (Holder)
Auferdem ist LP(u), p > 1 vollsténdig (jede Cauchy-Folge konvergiert).
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