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Aufgabe 1 (4 Punkte). Für n ∈ N und X0, . . . , Xn unabhängige standardnormalverteilte Zu-

fallsvariablen heiÿt die Verteilung von

X0√
(X2

1 + . . .+X2
n)/n

t-Verteilung mit n Freiheitsgraden. Zeigen Sie, dass diese für n → ∞ schwach gegen die Stan-

dardnormalverteilung konvergiert.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Zeigen Sie, dass die durch µn := 1
n

∑n
i=1 δ i

n
de�nierte Folge (µn)n∈N in

P([0, 1]) schwach gegen das Lebesguemaÿ auf [0, 1] konvergiert.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Seien X,Xn für n ∈ N Zufallsvariablen mit Werten in einem vollständi-

gen und separablen Raum (E, r)mitXn =⇒ X für n→∞. Ferner gelte E[g(Xn)]
n→∞−−−→ E[g(X)]

für eine stetige Funktion g ∈ L1(X∗P) mit g ≥ 0. Zeigen Sie, dass dann auch E[f(Xn)]
n→∞−−−→

E[f(X)] für jede stetige Funktion f : E → R mit |f | ≤ g gilt.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei (Pi)i∈I eine Familie in P(Rd). Zeigen Sie, dass die folgenden

Aussagen äquivalent sind:

(a) (Pi)i∈I ist stra�.

(b) Für alle Projektionen π1, . . . , πd ist ((πk)∗Pi)i∈I stra�.

Aufgabe 5 (Zusatzaufgabe). Sei ψ die charakteristische Funktion eines Wahrscheinlichkeits-

maÿes P auf (Rd,B(Rd)). Zeigen Sie für alle s, t ∈ Rd gilt

|ψ(t)− ψ(s)|2 ≤ 2(1− Re(ψ(t− s))).

Aufgabe 6 (Zusatzaufgabe). Seien X und Xn für alle n ∈ N Zufallsvariablen, die nur Werte in

Z annehmen. Zeigen Sie:

Xn
n→∞
=⇒ X ⇐⇒ ∀j ∈ Z : lim

n→∞
P (Xn = j) = P (X = j).

Hinweis: Für diesen Beweis benötigen Sie folgende De�nitionen und folgendes Lemma, welches

Sie ohne beweis nutzen dürfen:

Zunächst die De�nition: Für einen metrischen Raum (E, r), bezeichne P(E) die Menge der

Wahrscheinlichkeitsmaÿe auf E. Ferner sei P≤1(E) die Menge der endlichen Maÿe µ mit µ(E) ≤
1. Für ein Maÿ µ und einer Abbildung f : E → R bezeichne

µ[f ] :=

∫
E
f(x)dx.

Sei nun µ1, µ2, . . . ∈ P≤1 und µ ein Maÿ auf E. Wir sagen µn ⇒v µ (konvergiert vage) wenn

µn[f ]
n→∞−→ µ[f ],

für alle f ∈ Cc(E), der Menge der beschränkten stetigen R-wertigen Funktionen auf E mit

kompaktem Träger.

Bitte wenden



Wir können nun folgendes Lemma formulieren:

Lemma 1. Seien P1, P2, . . . ∈ P(R) und µ ∈ P(R)≤1 mit Pn ⇒v µ. Dann gilt

µ(R) = 1⇔ (Pn)n∈N ist stra�.

In diesem Fall gilt dann Pn ⇒ µ (konvergiert schwach).


