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Aufgabe 1 (4 Punkte). Fiir ein Maf p auf R™ bezeichne i die Fourier-Transformierte. Zeigen
Sie, dass fiir Wahrscheinlichkeitsmale p, v gilt:

(a) p+v=fp+0

) 1
(b) Fiir alpha > 0 ist ap = aji.
(c) p*v=f1-D
(d) Fiir Jede lineare Abbildung T : R? — R? ist
T(n) = pioT’,

mit 7" die transponierte lineare Abbildung von T

Aufgabe 2 (2 Punkte). Seien X,Y zwei R-wertige ZV'n. Zeigen Sie dass wenn X, Y unabhéingig,
dann gilt fiir die charakteristische Funktion ¢y yy des Zufallsvekrors (X,Y):

ox,y)(ur,u2) = ox(u1) - py (uz) , (u1,u2) € R,

Wenn Sie die Riickrichtung zeigen kénnen, dann bekommen Sie 2 Zusatzpunkte. Dieses Resultat
lasst sich auf Zufallsvektoren X und Y verallgemeinern.

Aufgabe 3 (6 Punkte). Bestimmen Sie die Characteristische Funktion der folgenden Verteilun-
gen:

(a) Normalverteilung N'(0,1) als Losung der gewshnlichen Differentialgleichung
¢'(x) = —wp().

Zeigen Sie zunéchst dass ¢ die eindeutige Losung sein muss und losen Sie dann die Differ-
entialgleichung. Nutzen Sie, dass fiir u € R

i

e = cos(u) + isin(u).

gilt. Leiten Sie nun die allgemeine Characteristische Funktion fiir M'(u, o) her.

egative momialvertellung: me 1ST negativ momialvertel wenn sie o-wertl
b) Negative Binomialverteilung: Eine ZV X ist negativ Binomialverteilt, ie No-wertig

ist mit L )
+r— .
pec == ("7 ra-p

fir k € No.
(c) Gleichverteilung auf dem Intervall (a,b), mit a < b.

Bitte wenden



Aufgabe 4 (4 Punkte + 2 Pluspunkte). Eine Re-wertige ZV X heift multivariat nor-
malverteilt (AVy(p,¥)) mit Erwartungswert g € R? und Kovarianzmatrix ¥ € R4 5
symmetrisch und positiv definit, falls sie die Dichte

fx () L) s e u))
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=———exp|—
V/(27m)d det(2) ( 2
hat. Zeigen Sie zunéchst, dass ¥ seinen Namen verdient hat, also E [(X; — 1;)(X; — p5)] =
¥;,; gilt. Zeigen Sie nun, dass dass die Koeffizienten von X genau dann unabhéngig sind,
wenn X;; = c¢;;0;; fiir Konstanten c¢;; gilt. Bestimmen Sie nun die characteristische
Funktion von X fiir gegebenes p und ¥ (echt positiv definit!).

Hinweis: Nutzen Sie aus, dass zwei Zufallsvektoren mat stetigen Dichten f1, fo auf R™
bzw. R? genau dann unabhingig sind, wenn fir die gemeinsame Dichte fig(z,y) =

fi(z) - fay) gilt.

Aufgabe 5 (2 Pluspunkte). Fiir ein Maf p auf R™ bezeichne ji die Fourier-Transformierte.
Fiir ein weiteres Maf v auf R? sei 4 ® v das Produktma$. Gehen Sie davon aus dass p
und v Wahrscheinlichkeitsmafe sind. Zeigen Sie

o —

pev(z,y) = i(z)-oy),V (z,y) € R" x R?.



