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Aufgabe 1 (8 Punkte). Sei x = (z,,),, eine Folge in R. Ferner sei a < b zwei reelle Zahlen. Wir
definieren Ty(z) = 0 und induktiv fir & > 0

Sg+1(x) = inf{n > Ti(x) : z, < a}

sowie
Tit1(x) = inf{n > Sg41(z) : x,, > b}.

Hierbei setzen wir wie iiblich inf ) = co. Wir definieren nun
Ny ([a,b],z) =sup{k > 0: Tj(z) < n}.

Erklaren Sie mit Worten, was die Zahl N, ([a,b],x) bedeutet. Sei nun X ein Supermartingal.
Zeigen Sie fiir n > 0 die Ungleichung

(b - CL)E [Nn([avb]’X)] <E [(Xn - a)_] :

Aufgabe 2 (4 Punkte). Fiir einen adaptierten Prozess X = (X;);—o,... 7 mit E [| X;|] < oo, zeigen
Sie die Aquivalenz

E[X/|Fs) = X, V0<s<t<T < E[X;|F] =X, Vt=0,...,T—1.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Seien (X,),en unabhéingige, identisch verteilte (i.i.d.) und gleichférmig
beschrinkte Zufallsvariablen mit S, = Y | X;. Definiere

exp(ASy)

M) = E o0

A eR.

Zeigen Sie das der Prozess (M, ()\))nen ein Martingal bzgl. der natiirlichen Filtration ist.

Aufgabe 4 (Zusatzaufgabe). Sei p € [0,1] und X ein stochastischer Prozess mit Werten in [0, 1].
Fiir jedes n € N gelte: Gegeben Xy, ..., X, ist

X _ J1—=p+pX, mit Wahrscheinlichkeit X,
e pXn mit Wahrscheinlichkeit 1 — X,

wobei X deterministisch ist. Zeigen Sie, dass X ein Martingal ist und fast sicher konvergiert.
Bestimmen Sie die Verteilung des fast sicheren Grenzwertes.



