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Aufgabe 1 (8 Punkte). Sei x = (xn)n eine Folge in R. Ferner sei a < b zwei reelle Zahlen. Wir
de�nieren T0(x) = 0 und induktiv für k ≥ 0

Sk+1(x) = inf{n ≥ Tk(x) : xn ≤ a}

sowie
Tk+1(x) = inf{n ≥ Sk+1(x) : xn ≥ b}.

Hierbei setzen wir wie üblich inf ∅ =∞. Wir de�nieren nun

Nn([a, b], x) = sup{k ≥ 0 : Tk(x) ≤ n}.

Erklären Sie mit Worten, was die Zahl Nn([a, b], x) bedeutet. Sei nun X ein Supermartingal.
Zeigen Sie für n ≥ 0 die Ungleichung

(b− a)E [Nn([a, b], X)] ≤ E
[
(Xn − a)−

]
.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Für einen adaptierten Prozess X = (Xt)t=0,...,T mit E [|Xi|] <∞, zeigen
Sie die Äquivalenz

E [Xt|Fs] = Xs ∀ 0 ≤ s ≤ t ≤ T ⇔ E [Xt+1|Ft] = Xt ∀ t = 0, . . . , T − 1.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Seien (Xn)n∈N unabhängige, identisch verteilte (i.i.d.) und gleichförmig
beschränkte Zufallsvariablen mit Sn =

∑n
i=1Xi. De�niere

Mn(λ) =
exp(λSn)

(E [exp(λX1)])n
, λ ∈ R.

Zeigen Sie das der Prozess (Mn(λ))n∈N ein Martingal bzgl. der natürlichen Filtration ist.

Aufgabe 4 (Zusatzaufgabe). Sei p ∈ [0, 1] und X ein stochastischer Prozess mit Werten in [0, 1].
Für jedes n ∈ N gelte: Gegeben X0, . . . , Xn ist

Xn+1 =

{
1− p+ pXn mit Wahrscheinlichkeit Xn

pXn mit Wahrscheinlichkeit 1−Xn,

wobei X0 deterministisch ist. Zeigen Sie, dass X ein Martingal ist und fast sicher konvergiert.
Bestimmen Sie die Verteilung des fast sicheren Grenzwertes.


