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Aufgabe 1 (4 Punkte). Sei Z ∈ Rn+m eine Multivariat-Normalverteilte Zufallsvariable mit

Erwartungswertvektor µ und Kovarianzmatrix Σ. Betrachten Sie die Zerlegung

Z =

(
X
Y

)
, µ =

(
µX
µY

)
, Σ =

(
σX σXY

σY X σY

)
.

Bestimmen Sie die Verteilung von X|Y , also die bedingte Verteilung von X gegeben Y .

Aufgabe 2 (4 Punkte). Für eine Rd-wertige Zufallsvariable X sind der Erwartungswertvektor

E[X] ∈ Rd und die Kovarianzmatrix COV(X) ∈ Rd×d de�niert durch (E[X])i := E[Xi] und
(COV(X))ij := E[(Xi −E(Xi))(Xj −E(Xj))] für i, j = 1, . . . , d, wobei X1, . . . , Xd die Kompo-

nenten von X bezeichnen. Zeigen Sie:

(a) Die Kovarianzmatrix COV(X) ist symmetrisch und positiv semide�nit.

(b) Es existiert eine symmetrische, positiv semide�nite Matrix B ∈ Rd×d mit COV(X) = BB.

(c) Für alle A ∈ Rk×d, b ∈ Rk gilt COV(AX + b) = ACOV(X)A>.

Hinweis: Verwenden Sie bei 2. den Satz von der Hauptachsentransformation.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Auf einemWahrscheinlichkeitsraum (Ω,A,P) seiX eine zum Parameter

λ > 0 exponentialverteilte Zufallsvariable. Für t > 0 sei Yt := min{X, t}. Zeigen Sie, dass

E[X | Yt] = X1{X<t} +

(
t+

1

λ

)
1{X≥t}.

Hinweis: Betrachten Sie einen Erzeuger von σ(Yt).

Aufgabe 4 (4 Punkte). Es sei X ∈ L3 eine reellwertige Zufallsvariable. Ihre momentenerzeu-

gende Funktion ist gegeben durch M(t) : R → [0,∞), t 7→ E[etX ] und K := log ◦M bezeichnet

ihre kumulantenerzeugende Funktion. Zeigen Sie, dass

K(0) = 0,K ′(0) = E[X],K ′′(0) = V[X] und K(3)(0) = E
[
(X −E[X])3

]
und berechnen Sie K für X ∼ N (µ, σ2).

Aufgabe 5 (Zusatzaufgabe). SeienX1, Y1, X2, Y2, . . . Zufallsvariablen auf einemWahrscheinlich-

keitsraum (Ω,A,P) mit Xn ∼ Yn für alle n. Zeigen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Xn →p 0⇔ Yn →p 0.

(b) Xn →fs 0⇔ Yn →fs 0.

(c) Xn →L1 0⇔ Yn →L1 0.

Hinweis: X ∼ Y bedeutet, dass X∗P = Y∗P.


