I
UNI
FREIBURG

Wahrscheinlichkeitstheorie WS 2016/2017

Vorlesung: Prof. Dr. Thorsten Schmidt
Ubung: Wahid Khosrawi-Sardroudi
http://www.stochastik.uni-freiburg.de/lehre/ws-2016-17/vorlesung-wahrscheinlichkeitstheorie-ws-2016-17

Ubung 10

Abgabe: 20.01.2017 in den Briefkisten.

Aufgabe 1 (4 Punkte). Sei Z € R"™ eine Multivariat-Normalverteilte Zufallsvariable mit
Erwartungswertvektor p und Kovarianzmatrix 3. Betrachten Sie die Zerlegung

X ' ox UXY>
Z = , = , L= .
<Y> : (MY) <0YX oy
Bestimmen Sie die Verteilung von Xy, also die bedingte Verteilung von X gegeben Y.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Fiir eine R%wertige Zufallsvariable X sind der Erwartungswertvektor
E[X] € RY und die Kovarianzmatric COV(X) € R4 definiert durch (E[X]); := E[X;] und
(COV(X))Z] = E[(Xl — E(XZ))(X] — E(X]))] fiir i,j = 1, ce ,d, wobei Xl, e ,Xd die Kompo—
nenten von X bezeichnen. Zeigen Sie:

(a) Die Kovarianzmatrix COV (X)) ist symmetrisch und positiv semidefinit.

(b) Es existiert eine symmetrische, positiv semidefinite Matrix B € R%*? mit COV(X) = BB.
(c) Fiir alle A € R**4 p € R¥ gilt COV(AX +b) = ACOV(X)AT.
Hinweis: Verwenden Sie bet 2. den Satz von der Hauptachsentransformation.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) sei X eine zum Parameter
A > 0 exponentialverteilte Zufallsvariable. Fiir ¢ > 0 sei Y; := min{ X, ¢}. Zeigen Sie, dass

1

Hinweis: Betrachten Sie einen Erzeuger von o(Y:).

Aufgabe 4 (4 Punkte). Es sei X € £3 eine reellwertige Zufallsvariable. Thre momentenerzeu-
gende Funktion ist gegeben durch M(t) : R — [0,00),t — E[e!X] und K := logoM bezeichnet
ihre kumulantenerzeugende Funktion. Zeigen Sie, dass

K(0) = 0, K'(0) = E[X], K"(0) = V[X] und K®(0) = E[(X — E[X])?]

und berechnen Sie K fiir X ~ N (u,0?).

Aufgabe 5 (Zusatzaufgabe). Seien X1,Y7, Xo, Ys, ... Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (2, A, P) mit X,, ~Y,, fiir alle n. Zeigen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Xy, =p 0 Y, —,0.

(b) Xp =550 Y, =4, 0.

(¢) Xp—=>p 0&Y, —,10.
Hinweis: X ~Y bedeutet, dass X, P = Y,P.



