Ubungen zur Vorlesung
“Stochastische Prozesse*

Wintersemester 2016/17, Blatt 7

Abgabetermin: 05.12.2016, bis 12:00 Uhr in Fach Nr. 3.16., UG Eckerstr. 1
(Geben Sie auf jedem Losungsblatt Thren Namen und Ihre Ubungsgruppe an.
Bitte nur maximal zu zweit abgeben.)

Aufgabe 23 (4 Punkte)

Sei (2, A, P) eine Wahrscheinlichkeitsraum und sei (7;);>0 eine messbare Halbgruppe von
Transformationen auf 2, d.h. es gilt T;: Q@ — Q fa. t > 0, Ts4y = TsT; fa. s,t,> 0 und
(w,t) = Tyw ist Produkt-messbar von © x Ry nach Q. Sei Z = {A € A: P(T; 'AAA) =

0 f.a. t}. Sei £ eine Zufallsvariable auf Q, die (T})-stationér ist, d.h. es gilt {oT} 4 Efa.t>0.
Zeigen Sie: Fiir eine messbare Funktion f: (2, 4) — (R, B) mit f(§) € LP fiir ein p > 1 gilt

1/t F(EoT,) ds 225 E[f(€)|Z] £ und in LP .
0

Aufgabe 24 (4 Punkte)

Sei F' eine n-dimensionale Verteilungsfunktion und seien Vi,...,V,, iid U(0, 1)-verteilte Zu-
fallsvariablen. Dann definiere rekursiv

Y, = Fl_l(‘/l)a Y. = Fk_|11,.4.,k—1(vk|yl" . .,Yk_l), 2<k< n,

wobei Fyy, . -1 die bedingte Verteilungsfunktion von der k-ten Komponente gegeben der

ersten £k — 1 Komponenten bezeichne.
Zeigen Sie: Der Vektor Y = (Y1,...,Y,) hat Verteilungsfunktion F'.

Aufgabe 25 (4 Punkte)
Zeigen Sie:

a) Zu jeder einseitig stationdren Folge X = (X, )nen, gibt es eine beidseitig stationére
Folge (Y,)nez , sodass P~X und PMYo.Y1,) jdentisch sind.

b) Unter der Eigeschaft in a) gilt: (X, )nen, ist genau dann ergodisch, wenn (Y),)nez er-
godisch ist.

Aufgabe 26 (4 Punkte)

Seien (Xt)t>0 und (Y%)¢>0 zwei unabhéngige Poisson-Prozesse zu den Parametern A > 0 und
1> 0. Zeigen Sie:

a) (Xt + Yi)i>0 ist ein Poisson-Prozess zum Parameter A + p.
b) (X¢ — At)i>0 ist ein Martingal bzgl. (F3)i>0 = 0(Xs: 0 < s <t).

HiNwELS: Sei (Q,.A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Sei (F;)icr., eine aufsteigende Folge von o-
Algebren mit F; C A fiir alle ¢ > 0. Ein Martingal (M;);er>0 in stetiger Zeit bzgl. (F)ier
ist eine Familie von Zufallsvariablen auf (£2,.4) mit den Eigenschaften, dass E|M;| < oo fiir

. alle t > 0, M; ist Fy-messbar fiir alle ¢t > 0, und E(M;|Fs) = M, fiir alle 0 < s < ¢.

Die Ubungsaufgaben sowie weitere Informationen zur Vorlesung finden Sie auf der Internetseite:

https://www.stochastik.uni-freiburg.de/lehre/ws-2016-17/vorlesung-stochastische-prozesse-ws-2016-17



