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Aufgabe 1 (4 Punkte)

a) Seien Xn : Ω → R, n ∈ N, paarweise unkorrelierte, quadratintegrierbare Zufallsvaria-
blen mit µn := E[Xn], σ2n := Var(Xn) und lim

n→∞
1
n2

∑n
i=1 σ

2
i = 0.

Zeigen Sie, dass

1

n

n∑
i=1

(Xi − µi)
P−→ 0.

(Zur Erinnerung: Yn
P−→ Y bedeutet, dass die Folge (Yn)n≥1 stochastisch gegen Y

konvergiert.)

b) Sei (Xn)n≥1 eine Folge stochastisch unabhängiger Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Ω,A,P) mit P(X1 = 0) = 1 und

P(Xn = n) = P(Xn = −n) =
1

2n lnn
, P(Xn = 0) = 1− 1

n lnn
, für n ≥ 2.

Zeigen Sie mit Hilfe von Teilaufgabe a): (Xn) genügt dem schwachen Gesetz großer
Zahlen, d.h.

1

n

n∑
i=1

(Xi − E[Xi])
P−→ 0.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Ein Experiment, bei dem nur ein bestimmtes Ereignis A oder Ac auftreten kann, wird un-
abhängig so lange wiederholt, bis zum ersten Mal die Konstellation A,Ac auftritt. Die Zufalls-
variable X beschreibe die Anzahl der dafür benötigten Versuche, p sei die Wahrscheinlichkeit
für das Eintreten des Ereignisses A.

a) Zeigen Sie für pk := P(X = k) die Rekursionsformel

pk = (1− p)pk−1 + pk−2p(1− p) für k ≥ 2

und p0 = p1 := 0.

b) Bestimmen Sie die erzeugende Funktion von X und zeigen Sie damit

PX(N) = 1 und E[X] =
1

p(1− p)
.

(bitte wenden)
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Aufgabe 3 (4 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass für p ∈ (0, 1) und n ∈ N durch

f(k) :=

(
n+ k − 1

k

)
pn(1− p)k , k ∈ N0

eine Zähldichte auf N0 definiert wird. Das zugehörige Wahrscheinlichkeitsmaß NB(n, p)
nennt man die negative Binomialverteilung zu den Parametern n, p.

b) Verifizieren Sie, dass durch

GX(s) =

(
p

1− (1− p)s

)n

die erzeugende Funktion einer NB(n, p)-verteilten Zufallsvariable X gegeben ist und
bestimmen Sie mit deren Hilfe den Erwartungswert und die Varianz von X.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Ein fairer Würfel wird zweimal unabhängig geworfen. Die Zufallsvariable X beschreibe das
Ergebnis des ersten Wurfes, Y das Ergebnis des zweiten.
Bestimmen Sie für Z = max(X,Y ) und k ∈ {1, 2, ..., 6} den bedingten Erwartungswert von
Z unter Y = k

E[max(X,Y )|Y = k].

Die Übungsaufgaben sowie weitere Informationen zur Vorlesung finden Sie auf der Internetseite:

http://www.stochastik.uni-freiburg.de/lehre/ws-2016-17/vorlesung-stochastik-ws-2016-17
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