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Aufgabe 1. (4 Punkte)

Seien F und G Familien messbarer Funktionen auf (X ,B) mit messbaren Einhüllenden F bzw.

G. Sei M ein Maß auf (X ,B) und
∫
FdM < ∞,

∫
GdM < ∞. Beweisen Sie die folgenden

Aussagen.

(i) Für beliebige u > 0 gilt

N(u,F ∗ G, ρM ) ≤ N(u/2,F , ρM )N(u/2,G, ρM ).

Dabei ist F ∗ G := {f ∗ g : f ∈ F , g ∈ G}, und ∗ bezeichnet eine der Vektorverbands-

operationen Maximum, Minimum, Summe, Differenz.

(ii) Für beliebige u > 0 gilt

N(u,FG, ρM ) ≤ N(u/2,F , ρGM )N(u/2,G, ρFM ),

wobei FG := {f · g : f ∈ F , g ∈ G} und HM(B) :=
∫
B
hdM für B ∈ B.

(iii) Für 1 ≤ q <∞ gilt

N(U,F , ρM,q) ≤ N(uq,F , ρ(2F )q−1M ),

wobei ρM,q(f, g) := (
∫
|f − g|qdM)1/q.

Aufgabe 2. (4 Punkte)

Seien D eine Familie von Teilmengen von X und D̃ die Funktionenklasse der entsprechenden

Indikatorfunktionen. Zeigen Sie, dass

V (D) = V (sgr(D̃)),

wobei sgr(D̃) die Familie der Subgraphen von D̃ ∈ D̃ bezeichnet.

Aufgabe 3. (4 Punkte)

Sei P ein W-Maß auf (X ,B), F eine punktweise separable Familie von messbaren Funktionen.

Es gelten P(F ) < ∞ für die Einhüllende F , punktweise gegeben durch f(x) := supf∈F |f(x)|
(warum ist diese Einhüllende messbar?), sowie N(ε,F) < ∞ für alle ε > 0, wobei N(ε,F) die

uniforme Überdeckungszahl bezeichnet. Beweisen Sie, dass dann folgt:

E‖P̂n − P‖F → 0.
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Aufgabe 4. (4 Punkte)

Sei F eine punktweise separable Familie von messbaren Funktionen auf (X ,B) mit N(ε,F) <∞
für alle ε > 0. Der Partialsummenprozess Ŝn sei punktweise gegeben durch

Ŝn(f) :=
1

n

n∑
i=1

f(xni)Yni

mit einem Dreieckschema unabhängiger ZVAs Yni, i = 1, . . . , n, n ∈ N, welche zentriert und

gleichgradig integrierbar sind, und nicht-zufälligen Punkten xni.

Beweisen Sie: Gilt neben obigen Voraussetzungen

1

n

n∑
i=1

F (xni) = O(1) sowie

1

n

∑
i = 1n1{F (xni)>nδ}F (xni)→ 0 für beliebige δ > 0,

wobei F die Einhüllende F (x) := supf∈F |f(x)| von F bezeichnet, so konvergiert E‖Ŝn‖F gegen

Null.
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