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Aufgabe 1 (4 Punkte). Seien N, (X,,)nen stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen auf einem
Wabhrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) mit N(Q) € N und dP*» = f,d\ fiir n € N. Zeigen Sie

(a) Sy := Egzl X, ist messbar,
(b) die Funktion

ZP n)(f1x...x fn)(2)

ist eine Lebesguedichte von PN,

Losung. (a) Esist Sy = ), cy Xnlin<ny. Fiir jedes w € Q ist diese Summe endlich, d.h. der
Limes limg_, 22:1 Xnln<ny existiert. Da 1g,<ny und X, messbar sind, folgt damit
die Messbarkeit von Sy.

(b) Sei A € B. Zu zeigen ist
PSN(A) = / g(z)dA\(z).
A
Wir erhalten

PSN(A) = P(Sy e A)

= P<U({SHGA}H{N:n}))

neN

= > P({Sn€ A}n{N =n})

neN
= ) _ P(S, € A)P(N =n)
neN
= ZP(N = n)PS" (A)
neN
— Z P(N / Jix.oox fo)(@)dA(2)
neN
_ / SOP(N = n)(fi %% fa)(2)dA(@).
neN

Dabei haben wir im vierten Schritt die Unabhéngigkeit und im letzten Schritt den Satz
iiber monotone Kovergenz (alle Summanden sind nicht-negativ) verwendet.
Aufgabe 2 (4 Punkte). Untersuchen Sie die folgenden Verteilungsklassen auf Faltungsstabilitét.
(a) {N(0,02): 0% > 0}, die Klasse der Normalverteilungen mit Erwartungswert 0.
(b) {Exp(A) : A > 0}, die Klasse der Exponentialverteilungen.



Fine Klasse M wvon Verteilungen heifst stabil unter Faltung, wenn fir alle p,v € M gilt, dass
wxv e M.

Zur Erinnerung: Die oben genannten Verteilungen sind gegeben durch ihre Dichten

T — )2
TN (o2 (@) = (\/W)‘l exp ( — (202”)) und

fEa:p(/\) (:U) =A exp(_AJ")]l[O,oo) (l’)

Léosung. (a) Die Faltungsstabilitét gllt Es seien 0,7 > 0 und f := fir(0,524-2). Dann ist die
Dichte der Faltung von N(0,02) und NV(0,72) gegeben durch

/Rf/\/(o,a2)($ = Y) 0,2 (v)dy

= /]R (2#\/027)_1 exp ( Gl K - yQ)dy

202 272
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/f/\/( s, 2+T2)( y)dy = f(x),

wobei wir in * benutzt haben, dass (y — az)? = (z — y)?a + y?b — 2%ab fiir a + b = 1.

(b) Es gilt keine Faltungsstabilitdt. Hier erhalten wir fiir A >~ > 0 und z > 0

/fEXp fExp(,y( )dy:/ )\f}/e—A(x_y)_’dey

0

()\'ye_m) ‘y 0 = \2ze M falls A =,

e (e )

—e = % (e77® —e™2*)  sonst.

y=0

Damit ist in jedem Fall f,(0) =0 < fryp(y)(0) = p fiir alle 4 > 0 und die stetige Funktion
f+ kann keine Exponentialverteilungsdichte sein.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Bezeichne mit @ die Produkttopologie auf RI%>) und definieren folgende
o-Algebren (Produkt- und Borel-o-Algebra):

@) B(R) = o(r, (At € [0,00), A € B(R))

t€[0,00)

B(RIO®) = (0|0 € 0).
1. Zeigen Sie, dass

&) BR) = {x;"(A7)|J C [0,00) abzéihlbar, A” € BR’)}
te[0,00)



2. Zeigen Sie, dass A € ®c(g,00) Z(R) und A C C([0,00)) impliziert, dass A = (. Hierbei
bezeichne C([0,00)) die stetigen Funktionen von [0, c0) nach R.

3. Zeigen Sie weiter, dass Einpunktmengen {w} € Z(RI>)) fiir w € R,

4. Zeigen Sie, dass @[, o0) Z(R) C B (RO eine strikte Inklusion ist. Ist dies ein Wider-
spruch zu Lemma A.577

Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass die Produkttopologie € auf R1%%) durch die grébste Topolo-
gie, sodass alle Projektion my : RO®) LR, ¢t e [0,00), stetig sind, charakterisiert werden kann.

Losung. 1. Nachrechnen!

2. Nach 1. hat jede Menge A € @),¢(g o) #(R) hat die Form 75 (A7) fiir J C [0, 00) abzihlbar

und A7 € Z(R7). Seien nun J # () und A7 # (). Wihle nun t* ¢ J. Damit folgt, dass fiir
jedes w € A und b € R ein w’ € A exsitiert, sodass mw; = mw? fiir alle ¢ € [0, 00)\{t*}
und 7wy, = b. Offensichtlich kann nicht gelten, dass A € C([0,00)). Damit folgt J = ()
oder A7 = () und damit A = 0.

3. Es gilt
{wy= (] m'{mw}). (1)

te[0,00)
Da {muw} abgeschlossen in R ist und m; stetig fiir alle ¢ € [0,00) folgt, dass {w} eine
abgeschlossene Menge ist. Damit ist diese auch messbar bzgl. der Borel o-Algebra.
4. Die Inklusion ist klar, da die Borel-o-Algebra per Definition von einem groferen Men-

gensystem erzeugt wird. Wahle {w} C C([0,00)) und vlg. mit 3. um zu sehen, dass die
Inklusion strikt ist.

Definition 1. Eine Familie von reellwertigen Zufallsvariablen (Xi)yc(0,00) auf (2,7, P) heifit
Brownsche Bewegung, falls:
1. Fir jede Wahl von 0 = tg < t1--- < t, gilt, dass Xy, =0 und (Xy, — Xy, ,),i=1,...,n
unabhéngig und N (0,¢; — t;_1) verteilt sind.
2. Fiir jedes w € Q ist t — Xi(w) stetig.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Zeigen Sie die Existenz eines Wahrscheinlichkeitsraums (€2,.#, P) und
einer Familie von Zufallsvariablen (X¢)e(0,00], die 1. aus Definition 1 erfiillen. Definieren Sie dafiir
Q =RO>) 7z = Qtef0,00) Z(R), Xi = m; die Projektion auf die t'te Komponente. Definieren
Sie nun iiber einen projektiven Limes das zugehorige Maf P. Betrachten Sie dafiir fiir n € N die
Abbildung S, : (z1,...,2,) — (1,21 + T2,..., 21 + - + x) und fiir {¢1,...,¢,} C [0,00) mit
|J| = n das Mafs

PJ = (Sn)* ®:-L:1 N(O,ti - tifl), to =0.

Lésung. FEs ist zu zeigen, dass die Mafke Pj eine projektive Familie bilden. Sei dazu J =
{t1,...,ty} und J" = J\{t;}. Wir zeigen, dass Py = (mjj)«P;. Definiere die Abbildung T
durch T: R™ 3 (z1,...,%, Tit1, .-, Tn) — (X1, .., Ti1,T; + Tiv1, Tira,...Tn) € R* Es gilt
vgl. Aufgabe 2 und Definition 78

T @F_y N(0,ti — ti1) = @IN(0, 85 — 1) @ N0, tiy — b+t — ti1) @ g N (0,85 — 1)
= ;;11./\[(0, tj — tj_l) ®N(0, tiv1 —ti—1) ®?:i+2 N(O, tj — tj_l).

Nun gilt 77 5 0 S, = Sp—1 o T und damit

(T[-J,J/)*PJ = (ﬂ-J,J/)* ((Sn)* ®?:1 N(O, t; — t’i*l))



Damit ist gezeigt, dass (PJ).jc[0,00),endlich €ine Projektive Familie bilden und damit ein eindeutig
bestimmtes Maf P existiert, sodass (77)«P = Pj.

BEs gilt S, (y1,...,9n) = (Y1,¥2 — Y1,Y3 — Y2,---+Yn — Yn_1). Betrachte nun fiir beliebige
Zeitpunkte 0 < t; < --- < t,, die Zufallsvariablen 7y, ..., m,. Es gilt (m,, m, — Ty .oy M, —
T, 1) = Sy (g, .., 7, ). Damit folgt

(Sp (T T, ))e P = (S )Py = QPN (0,8 — tia).

Damit erfiillen die Projektionen 1. aus Definition 1.

Aufgabe 5 (Bonus 4 Punkte). Sind X und Y unabhéngige reellwertige Zufallsvariablen mit
Dichte fx und fy bzgl. A. So hat X +Y die Dichte fx * fy gegeben durch

fx # (@) = /R Fx () fr (@ — y)M(dy).

Lésung. Siehe [1] Satz 14.19.

References

[1] Achim Klenke. Wahrscheinlichkeitstheorie. Vol. 1. Springer, 2006.



