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Aufgabe 1 (4 Punkte). Zeigen Sie, dass für alle quadratintegrierbaren Martingale M , dh.
E
[
M2

n

]
<∞ für alle n ∈ N, und m ≤ n folgende Aussagen gelten:

i) E[(Mn −Mm)2 | Fm] = E[M2
n −M2

m | Fm].

ii) E[(Mn −Mm)2] = E[M2
n]− E[M2

m].

Lösung. i) E[(Mn−Mm)2 | Fm] = E[M2
n−2MnMm+M2

m | Fm] = E[M2
n−2MmMm+M2

m |
Fm] = E[M2

n −M2
m | Fm].

ii) Dies folgt aus (i) durch Anwenden von E[·].

Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei T eine Stoppzeit. Zeigen Sie folgende Aussagen

i) Die σ-Algebra der T -Vergangenheit, definiert durch

FT := {A ∈ A |A ∩ {T = n} ∈ Fn für alle n ∈ N}

ist eine σ-Algebra.

ii) Für die Stoppzeit T ≡ n stimmt diese mit Fn überein für alle n ∈ N.
iii) Sind T und S Stoppzeiten mit T ≤ S, so gilt FT ⊂ FS .

Lösung. i) Wir zeigen die drei Eigenschaften einer σ-Algebra:

1. Ω ∈ FT : Es gilt Ω ∩ {T = N} = {T = n} ∈ Fn für alle n ∈ N, da T eine Stoppzeit
ist.

2. FT ist komplement-stabil: Sei A ∈ FT , dann gilt

Ac ∩ {T = n} = (Ac ∪ {T 6= n}) ∩ {T = n} ∈ Fn,

da (Ac ∪ {T 6= n}) = (A ∩ {T = n})c ∈ Fn für alle n ∈ N.
3. FT ist ∪-stabil: Folgt mit dem Assoziativgesetz für ∪ und ∩.

ii) Es gilt {T = m} ∈ {∅,Ω} ⊂ Fs für alle m ∈ N.
iii) [1, Lemma 9.21]

Aufgabe 3 (4 Punkte). Seien X1, X2, . . . i.i.d. Zufallsvariablen mit E[X1] = 0 und 0 < E[X2
1 ] <

∞. Verwenden Sie das 0-1-Gesetz von Kolmogorov und den zentralen Grenzwertsatz, um zu
zeigen, dass fast sicher

lim sup
n→∞

Sn√
n

=∞

gilt, wobei Sn :=
∑n

k=1Xk.

Hinweis: Verwenden Sie das Lemma von Fatou.



Lösung. Wir nehmen ohne Einschränkung an, dass Var(X1) = 1. Dann impliziert der zentrale
Grenzwertsatz, dass

P
(
Sn√
n
≤ x

)
→ P(N(0, 1) ≤ x) für n→∞

für alle x ∈ R. Sei x > 0. Wir behaupten, dass

1{
lim supn→∞ fn≥x

} ≥ lim sup
n→∞

1{
fn≥x

}. (1)

Um dies einzusehen, beachten wir, dass

lim sup
n→∞

1
{
fn ≥ x

}
= 1 ⇔ ∃(nk)k∈N ⊂ N : nk →∞ und fnk

≥ x für alle k ∈ N ⇒ lim sup
n→∞

fn ≥ x.

Wir betonen, dass diese Ungleichung im Allgemeinen strikt sein kann:

1 = 1{1≥1} > lim sup
n→∞

1
{1− 1

n≥1}
= 0.

Außerdem ist die Ungleichung im Allgemeinen falsch, wenn das ≥ in der Menge durch > ersetzt
wird:

0 = 1{1>1} < lim sup
n→∞

1
{1+ 1

n>1}
= 1.

Nun erhalten wir

P
(

lim sup
n→∞

Sn√
n
≥ x

) (1)
≥ E

[
lim sup
n→∞

1
{ Sn√

n
≥x}

]
Fatou
≥ lim sup

n→∞
P
(
Sn√
n
≥ x

)
≥ lim sup

n→∞
P
(
Sn√
n
> x

)
CLT
= P(N(0, 1) > x) > 0.

Es gilt, dass lim supn→∞
Sn√
n
messbar bzgl. der terminalen σ-Algebra ist. Daher liefert das 0-1-

Gesetz von Kolmogorov, dass

P
(

lim sup
n→∞

Sn√
n
≥ x

)
> 0 ⇒ P

(
lim sup
n→∞

Sn√
n
≥ x

)
= 1.

Da x > 0 beliebig war, folgern wir, dass lim supn→∞
Sn√
n

=∞ fast sicher gilt.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Geben Sie für einen wiederholten Münzwurf (mit fairer Münze) einen
Wahrscheinlichkeitsraum an und zeigen Sie, dass der Prozess (Mn)n∈N, der die Summe der
Auszahlung X = (Xn)n∈N von 1 bzw. −1 beschreibt, ein Martingal bzgl. seiner Filtration ist.
Das Spiel endet, wenn die Auszahlung von a ∈ N erreicht ist. Ist das gestoppte Spiel immer noch
ein Martingal? Was lässt sich über die Konvergenz (fast sicher und L1) des gestoppten Spiels
aussagen?

Lösung. Ein einfacher Münzwurf wird durch Ω̃ = {−1, 1}, Ã = P(Ω), P̃ = unif({−1, 1})
beschrieben. Ein mehrfacher Münzwurf wird dann durch dessen Produkt beschrieben, dh. Ω =
Ω̃N, A = Ã ⊗N und P = P̃⊗N. Der Prozess X ist gegeben durch Xn(ω) = ωn und M durch
Mn(ω) =

∑
k≤n ωk. Wie zeigen, dass M ein Martingal bzgl. F = FM ist. Offensichtlich gilt

Mn ∈ L1 für alle n ∈ N. Weiter gilt für k ≤ n, dass Mn −Mk unabhängig zu Fk ist und damit

E [Mn|Fk] = E [Mn −Mk|Fk] + E [Mk|Fk] = Mk.

Somit ist M ein Martingal. Definiere die Stoppzeit T := inf{n ∈ N|Mn = a}. T ist eine
Stoppzeit, da

{T = n} =
⋂

k≤n−1
{Mk < a} ∩ {Mn 6= a} ∈ Fn.



Es ist zu zeigen, dass MT ein Martingal ist. Verwende dazu Satz 189 oder nochmal direkt
nachgerechnet: Es gilt MT

t ∈ L1, da

E
[
|MT

n |
]
≤ maxk≤nE [|Mk|] <∞.

Weiter gilt

E
[
MT

n+1 −MT
n |Fn

]
= E

[
(Mn+1 −Mn)1{T>n}|Fn

]
= 1{T>n}E [Mn+1 −Mn|Fn] = 0.

Somit ist MT (das bei a gestoppte) Spiel ebenfalls ein Martingal.

Nach dem Hinweis gilt T < ∞ fast sicher und damit MT → a für t → ∞ fast sicher. Damit
bleibt für die L1-Konvergenz nur a als möglicher Grenzwert. Würde aber Mn → a in L1 gelten,
dann

|E [Mn]− a| ≤ E[|Mn − a|]→ 0.

Andererseits gilt aber E[MT
n ] = E[MT

1 ] = E[M1] = 0 6= a. Somit ist MT nicht in L1 konvergent.
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