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Aufgabe 1 (4 Punkte). Seien Y und Y, fiir alle n € N Zufallsvariablen mit Werten in Z. Zeigen

Sie
Y,=Y << VjeZ:PY,=j) —— PY =}).

n—oo
Lisung. "=": Es gilt fiir alle j € Z:
. . . y .
Jim P(Y, = j) = lim [ 1g;(2)P /11{]} )P (dz) = P(Y = j),
Z VA

denn 1; : Z — R ist stetig (und beschrénkt).
"<": Wir zeigen zunéichst die Straffheit von (Y},)nen. Sei e > 0. Wahle K C Z kompakt (und
damit |K| < 00), sodass

PY(K)>=1-¢/2.
Da K endlich existiert ein Ng € N, sodass fiir alle i € K
|PY({i} — PY ({i}))| < ¢/(2|K]) fiir alle n > N.

Nun gilt fiir alle n > Ng:

Y (K) = 3P (i) 2 Y PY (i) — o/ IK]) = PY(K) — /221 .

€K €K
Weiter sind endlich viele Make straff, damit existiert ein K’ C Z kompakt, sodass fiir alle n < Ng
PH({K'})>1—e¢.

Mit K U K’ erhalten wir die Straffheit. Da {1y;|i € Z} C Cy(Z) eine separierende Familie ist
folgt PY» = PY mit Satz 128.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Zeigen Sie, dass jedes Wahrscheinlichkeitsmaf auf R schwacher Limes
einer Folge von diskreten Wahrscheinlichkeitsmafen ist.

Lésung. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf R und F' die zugehorige Verteilungsfunktion. Dann
wird durch F,(z) := F (m) fiir alle z € R fiir alle n € N eine Verteilungsfunktion definiert
und das zu F), gehorige Mafs P, ist diskret.

Sei zg € R. Offensichtlich gilt M N\ 2o fiir n — oco. Da Verteilungsfunktinen rechtsstetig
sind, gilt

lim F,(z9) = lim F (W) = F(x).

n—o0 n—oo

Insbesondere gilt F,(z) “—= F(z) fiir alle Stetigkeitsstellen von F' und damit erhalten wir nach

Korollar 44 P, ”*O" P.



Aufgabe 3 (4 Punkte). Sei (an)nen eine Folge mit oy, € (0,00). Weiter sei (X, )nen eine Folge
von Zufallsvariablen, sodass X, exponentialverteilt mit Parameter «,, ist, d.h. X,, besitzt die
Dichte

fn(z) = Lp>oyane™ .

Zeigen Sie die schwache Konvergenz von (X, ),en fiir n — oo, falls ay, — oo fiir n — oo.

Lésung. Wir zeigen zunéchst, dass X, — 0 in Wahrscheinlichkeit. Es gilt
o
P(|X,| >¢e) = / ape” Pdr =e " — 0.
g

Aus der stochastischen Konvergenz folgt die schwache Konvergenz. Damit ist der erste Beweis
gefunden. Fiir einen alternativen Beweis betrachte die Verteilungsfunktion von X,,. Es gilt fiir
x> 0.

x
P(X, <z)= / ape”rrdr =1—e """ = Li;>0p-
0

Die rechte Seite entspricht der Verteilungsfunktion der Diracverteilung d;py. Damit konvergieren
die Verteilungsfunktionen punktweise an allen Stetigkeitsstellen von 1,0y . Dies zeigt ebenfalls
die schwache Konvergenz.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Zeigen Sie, dass es einen Homeomorphismus zwischen R und den Dirac
Mafsen auf R mit der schwachen Konvergenz gibt.

Léosung. Wir betrachten die Abbildung ¥ : R — P(R) gegeben durch z + d,y. Wir zeigen die
Stetigkeit mithilfe der Folgenstetigkeit: Es gelte x,, — x € R. Dann folgt

Ep [f] = f(zn) = f(x) = Ep[f] fiir alle Funktionen f € Cy(R).
Dies zeigt d;;,} = d(z). Umgekehrt gelte 0y, 3 = 0(,). Damit folgt
Ep [f] = Ep[f] fir alle Funktionen f € Cp(R).

Da (P,)nen straff ist und aus Dirac-Mafen besteht, existiert eine kompakte Menge K C R,
sodass

P(K)=1,P,(K)=1fiir allen € N.
Sei nun K C [a, b] fiir ein Intervall [a,b] € R, a,b € R. Wir definieren
F=al(_ooq) +id Dy + bl 00 € Co(R).
Dann gilt

Zn = Epn[f] = Ep[f] = .



