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Aufgabe 1 (4 Punkte). Wir betrachten die Mafe p,, auf ([0, 1], 5([0,1])) gegeben durch
1 n
E Z 5k/na
k=1
sowie

K= )\|[0,1]
das Lebesgue-Maf auf [0,1]. Zeigen Sie p, = p.

Lésung. Sei f: R — R stetig und beschrankt. Es gilt
1 n n
o) = [ Fdin = > FO/) = [ 37 £/ 1t (@A)
k=1 k=1

Nun konvergiert Yy, f(k/n)Lp_1/n k/m)(x) fast sicher gegen f (f ist stetig). Da f zusitzlich
beschrankt ist, folgt mit majorisierter Konvergenz

/ fpin = / S PO/ 1)Lty ()M () — / fdx.
k=1

Aufgabe 2 (4 Punkte). Zeigen Sie, dass eine Familie von Normalverteilungen genau dann straff
ist, wenn die Familie der Parameter beschrinkt ist.

Lésung. Es sei also P; = N (p;, 022) und X; ~ P; fiir alle ¢ € I. Die Familie Es gilt (FP;); ist straff

genau dann, wenn ing sup P;(B;(0)¢) = 0. Damit folgt
>0 jer

«: Es gelte p;,0? < ¢ < oo fiir alle . Dann gilt fiir 7 > ¢ mit der Tschebycheffungleichung,
dass

Pi(Br(0)°) < Pi(By_ | (1)) = P(1Xi — pil > 7 — [il)
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Fall 1: Sei (p;); unbeschrénkt.
Fiir 4, mit |p;,.| > r folgt dann mit der Symmetrie der Normalverteilung

1
sup Pi(B,(0)°) > P, (By(0)) > P(Xi, > i) = 5.
i€



Fall 2: Sei nun p; < C < oo fiir alle i und (0?); unbeschrinkt.
Mit X ~ N(0,1) und Stetigkeit von unten ergibt sich

Xi— i Nz c)
o; € B’"/Ui( Ui)
0i—00

P (B,(0)) = P(

> P(X € Brayy (0)9) "5 1.

In beiden Féllen kann (F;); nicht straff sein, da das zu untersuchende Infimum durch %
nach unten beschréankt ist.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Fiir jede Zahl n € N gibt es eine eindeutige Darstellung n = 2% + m,,
mit 0 < m, < 2. Es sei P die Gleichverteilung auf ([0,1],B([0,1])) — das heikt, P hat
Lebesgue-Dichte 1p,1; — und auferdem

m mn+1
kn fir 52 <w < T,

Xpn:00,1] 2 R, w
0  sonst.

Untersuchen Sie die Folge der X, beziiglich P auf schwache, stochastische, fast sichere und LP-
Konvergenz fiir p > 1 sowie auf gleichgradige Integrierbarkeit.

Lésung. Sicherlich gilt k,, — oo fiir n — oo und damit kj /2% — 0 fiir jedes p € [1,00). Es folgt

m+1 m kb
P /X )Pl = kP

und damit X, Ly 0, somit auch stochastische, schwache Konvergenz und gleichgradige Inte-
grierbarkeit. Jedoch gilt fiir jedes w, dass X,(w) > 1 fiir unendlich viele n. Damit ist P(X,
konvergiert nicht) = P(Q) = 1.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei (P;)ic; eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen auf R?. Zeigen
Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

1. (Pi)iel ist straff.
2. Fiir alle Projektionen 7y, ..., mq ist (P;'*), ., straff.

Lisung. 1. = 2.: Sei € > 0 gegeben. Betrachte (P[*),_, fiir ein k € {1,...,d}. Da (P;);cs straff

ist, folgt, dass es ein K C R? kompakt gibt mit in§ Pi(K)>1—¢. Setze A := 7, (K). Dann ist
1€

A kompakt und es gilt fiir jedes i € T

Kcm, '(A)
s —1
Plk(A):PZ (ﬂ'k (A)) > PZ‘(K)Zl—E.

Also gilt in§ P(K)>1—e.
S

2. = 1.0 Sei e > 0 gegeben. Da (P[*),_, straff fiir k =1,...,d sind, existieren Ki,...,K; C R

kompakt mit 1nf P (Ky) >1—¢/d. Setze K := ﬂ 7 ' (Kg). K abgeschlossen ist klar, da K§

offen und damlt K¢ offen. Beschranktheit ist klar also ist K kompakt. Fiir alle ¢ € I gilt
d

P(K)=1-P(K°=1-P, (ka (K¥) > >1-> Pi(m (Kp) > 1-¢

—_————

k=1 7



Damit gilt die Behauptung.



