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Im Folgenden sei (Ω,A , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X ∈ L1(Ω,A , P ).

Definition 1. Sei F ⊂ A eine σ-Algebra. Eine Zufallsvariable Y heißt bedingte Erwartung von
X gegeben F , symbolisch E [X|F ] := Y , falls gilt:

i) Y ist F -messbar.

ii) Für jedes A ∈ F gilt E[X1A] = E[Y 1A].

Aufgabe 1. Zeigen Sie E[X|F ] existiert und ist eindeutig (bis auf Gleichheit fast sicher). Gehen
Sie dabei wie folgt vor:

i) Eindeutigkeit: Nehmen Sie an, dass Y und Y ′ Definition 1 erfüllen und betrachten Sie die
Menge A := {Y − Y ′ > 0}.

ii) Existenz: Definieren Sie das Maß Q+ auf (Ω,F ) durch Q+[A] := E[1AX
+] und analog

Q−. Konstruieren Sie nun die bedingte Erwartung mit dem Satz von Radon-Nikodym.

Lösung. Eindeutigkeit: Es gilt 0 = E[(Y − Y ′)1A]. Da Y − Y ′ > 0 auf A folgt, dass P [A] = 0.
Analog zeigt man, dass {Y ′ − Y > 0} eine Nullmenge ist. Damit gilt Y = Y ′ P -fast sicher.

Existenz: Konstruiere Q+ und Q− wie beschrieben. Per Definition gilt Q+ � P und Q− � P .
Der Satz von Radon-Nikodym liefert die Existenz von F -messbaren Dichten Y + und Y −. Damit
gilt

E[X+1A] = E[Y +1A] und E[X−1A] = E[Y −1A].

Es folgt, dass Y := Y + − Y − die bedingte Erwartung von X gegeben F ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Welche der folgenden Teilmengen des Raumes der reellen Folgen

RN =×
i∈N

R

sind messbar bzgl. BN :=
⊗

i∈N B(R)?

(a) {(xn)n∈N ∈ RN : supn∈N xn > 3}
(b) {(xn)n∈N ∈ RN :

∑n
k=1 xk = 0 für mindestens ein n ∈ N}

(c) {(xn)n∈N ∈ RN : (xn)n∈N konvergiert gegen 3}

Lösung. Alle drei.

(a) {x ∈ RN : sup
n∈N

xn > 3} =
⋃
n∈N
{x ∈ RN : xn > 3} =

⋃
n∈N

π−1
n ((3,∞)) ∈

⊗
i∈N

B(R), da

Projektionen messbar sind.



(b) Setze fn : Rn → R, (x1, . . . , xn) 7→
n∑

k=1

xk. Dann gilt{
x ∈ RN :

n∑
k=1

xk = 0 für mindestens einn ∈ N
}

=
⋃
n∈N

{
x ∈ RN :

n∑
k=1

xk = 0

}
=
⋃
n∈N

(
πN{1,...,n}

)−1
({

x ∈ Rn :
n∑

k=1

xk = 0

})
=
⋃
n∈N

(
πN{1,...,n}

)−1 (
f−1
n ({0})

)
πN{1,...,n} ist B(RN)−B(Rn)-messbar. Da fn =

n∑
k=1

π
{1,...,n}
k , ist fn B(Rn)−B(R)-messbar,

woraus die Behauptung folgt.

(c) Für x ∈ RN gilt: x konvergiert gegen 3 gdw.
∀r ∈ N ∃n0 ∈ N ∀n > n0 : |xn − 3| < 1

r
d.h. {x ∈ RN : x konvergiert gegen 3} =

⋂
r∈N

⋃
n0∈N

⋂
n>n0

{x ∈ RN : |xn − 3| < 1
r},

wobei
{
x ∈ RN : |xn − 3| < 1

r

}
= π−1

n

((
3− 1

r , 3 + 1
r

))
∈
⊗
i∈N

B(R).

Aufgabe 3 (4 Punkte). Sei (Ωi,Ai) = ([0, 1],B([0, 1])) für i = 1, 2 und (Ω,A) = (Ω1×Ω2,A1⊗
A2) der Produktraum.

(a) Geben Sie ein Beispiel für eine Menge A ⊂ Ω, für die für alle ωi ∈ [0, 1] der ωi-Schnitt
Aωi ∈ Aj ist (für i, j = 1, 2 und i 6= j), aber A /∈ A gilt.
Hinweis: Der ω1-Schnitt der Menge A ist definiert als Aω1 := {ω1}×Ω2

⋂
A = {(ω1, ωj) ∈

A} und der ω2-Schnitt analog.

(b) Sei D = {(x, x) | x ∈ [0, 1]} die Diagonale in Ω, λ das Lebesguemaß auf Ω1 und µ das
Zählmaß auf Ω2, d.h.

µ(A) =

{
|A|, falls A endlich ist,
∞ sonst.

Zeigen Sie D ∈ A, und berechnen Sie∫
Ω2

∫
Ω1

1D(x, y)dλ(x)dµ(y) und
∫

Ω1

∫
Ω2

1D(x, y)dµ(y)dλ(x).

(c) Ist das Ergebnis in Teil b) ein Widerspruch zum Satz von Fubini?

Lösung. (a) Es sei A ⊂ [0, 1] eine nicht borelmessbare Menge. Wir setzen B = {(x, x) | x ∈
A} ⊂ Ω. Für jedes ω1 ∈ [0, 1] ist dann

Bω1 = {ω2 | (ω1, ω2) ∈ B} =

{
{ω1} für ω1 ∈ A
∅ für ω1 /∈ A.

In jedem Fall ist Bω1 ∈ A2. Ebenso gilt für jedes ω2 ∈ [0, 1]

Bω2 = {ω1 | (ω1, ω2) ∈ B} =

{
{ω2} für ω2 ∈ A
∅ für ω2 /∈ A,

also Bω2 ∈ A1.

Es ist aber B /∈ A, denn A = f−1(B) mit f(x) = (x, x). Es ist f offensichtlich stetig,
insbesondere messbar, folglich wäre A ∈ B, wenn B ∈ A wäre.

(b) Die Diagonale ist abgeschlossen, folglich ist D ∈ A. Für die Integrale ergibt sich∫
Ω2

∫
Ω1

1D(x, y)dλ(x)dµ(y) =

∫
Ω2

λ({y})dµ(y) =

∫
Ω2

0dµ(y) = 0

und ∫
Ω1

∫
Ω2

1D(x, y)dµ(y)dλ(x) =

∫
Ω1

µ({x})dλ(x) =

∫
Ω1

1dλ(x) = 1.



(c) Da das Zählmaß nicht σ-endlich auf R ist (R kann nicht als abzählbare Vereinigung von
endlichen Mengen geschrieben werden, da diese immer abzählbar ist), ist dies kein Wider-
spruch zum Satz von Fubini.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Beweisen Sie mit Fubini die Regel der partiellen Integration. Seien
f, g : [a, b]→ R zwei Lebesgue-integrierbare Funktionen, und für x ∈ [a, b] seien

F (x) :=

∫ x

a
f(y)dy und G(x) :=

∫ x

a
g(y)dy.

Dann gilt: ∫ b

a
F (x)g(x)dx = F (b)G(b)−

∫ b

a
G(x)f(x)dx.

Hinweis: Wenden Sie Fubini auf die Funktion h : (x, y) 7→ f(y)g(x)1E(x, y) an, mit
E = {(x, y) ∈ [a, b]2 : y < x}.

Lösung. Sicherlich sind f und g produkt-messbar und E eine Borel-Menge. h ist also Produkt
dreier messbarer Funktionen und somit ebenfalls produkt-messbar. Zur Integrierbarkeit von h
schätzen wir ab:∫

[a,b]2
|h|dλ2 ≤

∫ b

a

∫ b

a
|f(y)| · |g(x)|dy dx =

∫ b

a
|f(y)|dy ·

∫ b

a
|g(x)|dx <∞.

Mit Fubini folgt∫ b

a
F (x)g(x)dx =

∫ b

a
g(x)

(∫ x

a
f(y)dy

)
dx

Fub
=

∫
R2

f(y)g(x)1E(x, y)dλ2(x, y)

Fub
=

∫ b

a
f(y)

(∫ b

y
g(x)dx

)
dy =

∫ b

a
f(y)

(
G(b)−G(y)

)
dy

= G(b)

∫ b

a
f(y)dy −

∫ b

a
f(y)G(y)dy.


