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Im Folgenden sei (£2, <7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X € L'(Q, <7, P).

Definition 1. Sei F C < eine o-Algebra. Eine Zufallsvariable Y heifst bedingte Erwartung von
X gegeben #, symbolisch E [X|Z] =Y, falls gilt:

i) Y ist .#-messbar.

i) Fiir jedes A € .F gilt E[X14] = E[Y14].
Aufgabe 1. Zeigen Sie E[X|.Z] existiert und ist eindeutig (bis auf Gleichheit fast sicher). Gehen
Sie dabei wie folgt vor:

i) Eindeutigkeit: Nehmen Sie an, dass Y und Y’ Definition 1 erfiillen und betrachten Sie die
Menge A :={Y —Y’ > 0}.
ii) Existenz: Definieren Sie das Maf QT auf (Q,.%) durch Q" [A] := E[14X "] und analog
@~ . Konstruieren Sie nun die bedingte Erwartung mit dem Satz von Radon-Nikodym.
Lésung. Eindeutigkeit: Es gilt 0 = E[(Y —Y')14]. DaY — Y’ > 0 auf A folgt, dass P[A] = 0.
Analog zeigt man, dass {Y' —Y > 0} eine Nullmenge ist. Damit gilt Y =Y’ P-fast sicher.

Existenz: Konstruiere Q% und Q~ wie beschrieben. Per Definition gilt Q7 < P und Q~ < P.
Der Satz von Radon-Nikodym liefert die Existenz von .%-messbaren Dichten Y und Y ~. Damit
gilt

E[XT14] = E[YT14] und E[X 14]=E[Y 14].
Es folgt, dass Y := Y — Y~ die bedingte Erwartung von X gegeben .% ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Welche der folgenden Teilmengen des Raumes der reellen Folgen
RY = X R
1€N

sind messbar bzgl. B" 1= @,y B(R)?

(a) {(zn)nen € RY : sup, ey zn > 3}

(b) {(zn)nen € RN : 37, 2 = 0 fiir mindestens ein n € N}

(€) {(zn)nen € RY : (2,,)nen konvergiert gegen 3}
Losung. Alle drei.

(a) {x € RN : supz,, >3} = Uz e RY : 2, >3} = U 7, ((3,0)) €  B(R), da
neN neN neN ieN
Projektionen messbar sind.



n
(b) Setze f,, : R" = R, (z1,...,2,) — > k. Dann gilt

k=1

{:c € RN : 3™ g = 0 fiir mindestens einn € N} =U {z eERY: Y oy = 0}
k=1

k=1 neN
— N n . — — N -1
- U () (frer Enmol) = U () o)
W{le“n} ist Z(RY) — Z(R")-messbar. Da f, = > W,El""’n}, ist f,, Z(R™) — #(R)-messbar,

k=1
woraus die Behauptung folgt.

(c) Fiir z € RN gilt: 2 konvergiert gegen 3 gdw.
Vr € N3ng € NVn > ng @ |z, — 3| < L

dh. {z € RY: 2 konvergiert gegen 3} = N U ) {z € RV : |z, — 3] < 1},
reNngeNn>ng
wobei {z € RN : |z, —3| <1} =71 ((3-1,3+1)) e ® Z(R).
1€EN

Aufgabe 3 (4 Punkte). Sei (€;,.4;) = ([0,1],B8([0,1])) fiir i = 1,2 und (2, 4A) = (1 x N2, A1 @
Aj) der Produktraum.

(a) Geben Sie ein Beispiel fiir eine Menge A C Q, fiir die fir alle w; € [0, 1] der w;-Schnitt
A, € Ajist (fiir 4,5 = 1,2 und i # j), aber A ¢ A gilt.
Hinweis: Der wy-Schnitt der Menge A ist definiert als Ay, == {w1} xQ2 () A= {(w1,wj) €
A} und der wo-Schnitt analog.

(b) Sei D = {(z,z) | = € [0,1]} die Diagonale in Q, A\ das Lebesguemafs auf Q; und p das
Zahlmaf auf €, d.h.
Al, falls A endlich ist,
u(A) = {' |

o0 sonst.

Zeigen Sie D € A, und berechnen Sie
|| v par@dum wd [ [ 1o gdumine).
QQ Ql Ql QQ

(c) Ist das Ergebnis in Teil b) ein Widerspruch zum Satz von Fubini?

Lésung. (a) Es sei A C [0, 1] eine nicht borelmessbare Menge. Wir setzen B = {(z,z) | x €
A} C Q. Fiir jedes wy € [0, 1] ist dann

{wl} fir w1 € A

By, = {w2 | (w13W2)€B}:{@ fir w; ¢ A

In jedem Fall ist B,, € Az. Ebenso gilt fiir jedes wy € [0, 1]

{we} firws € A

By, = {w1 | (w1,w2) € B} = {(Z) fir wy ¢ A

also B, € Aj.

Es ist aber B ¢ A, denn A = f~Y(B) mit f(z) = (z,2). Es ist f offensichtlich stetig,
insbesondere messbar, folglich wire A € B, wenn B € A wire.

(b) Die Diagonale ist abgeschlossen, folglich ist D € A. Fiir die Integrale ergibt sich

/Q 2 /Q (e )iNdu(y) = /Q Ahduty) = /Q 0d(y) =0

und

/Q1 /QZ]ID(JI,y)d/J(y)d/\(Z') = /Q1 p({z})d\(z) = /Q1 ld\(z) = 1.



(c) Da das Zahlmaf nicht o-endlich auf R ist (R kann nicht als abzdhlbare Vereinigung von
endlichen Mengen geschrieben werden, da diese immer abzahlbar ist), ist dies kein Wider-
spruch zum Satz von Fubini.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Beweisen Sie mit Fubini die Regel der partiellen Integration. Seien
fyg :[a,b] = R zwei Lebesgue-integrierbare Funktionen, und fir = € [a, b] seien

@)= [ Sy wd G@)= [ gy
Dann gilt:
b b
/ F2)g(z)dz = FB)G() — / G2)f(x)da.

Hinweis: Wenden Sie Fubini auf die Funktion h : (x,y) — f(y)g(z)1g(x,y) an, mit
E={(z.y) € [0,y < 2}.

Lésung. Sicherlich sind f und g produkt-messbar und E eine Borel-Menge. h ist also Produkt
dreier messbarer Funktionen und somit ebenfalls produkt-messbar. Zur Integrierbarkeit von h
schétzen wir ab:

max < [ [ 1) @ldydz = [ 1f@ldy- [ lo(@)lde < .
[ <[] a |

Mit Fubini folgt

[ renee = [ [ swam)e™ [ rgeisenndey
e /abf(y)</ybg($)dx)dy=/abf(y)(G(b)—G(y))dy

b b
— G(b) / f(y)dy — / f(W)Gy)dy.



