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Aufgabe 1 (4 Punkte). Seien X1, Xo, ... #id uniform auf [0, 1] verteilt. Weiter sei f € L'([0, 1]).
Zeigen Sie, dass die Monte-Carlo Simulation [, = %2?21 f(X;) fast sicher gegen das Integral

f o f(z)dx konvergiert.

Liosung. Es gilt E[f f x)dz. Weiter impliziert, f € L([0,1]), dass E[|f(X)|] =
fo |f(z)|dz < oo, da f e L([o, ]) und damit f(X7) € LY(Q). Da X1, Xo,... dd sind, gilt
dies auch fiir f(Xy), f(X2),.... Die Aussage folgt nun mit Theorem 50 (starkes Gesetz grofer
Zahlen).

Aufgabe 2 (8 Punkte). Fiir jedes n € N seien X 1(n), R Xq(l") paarweise unkorrelierte Zufallsvari-
ablen mit endlicher Varianz (also nicht notwendig identisch verteilt) und

RS (n)
Jgngoﬂz;Var[Xi ]=0.

(n)

Zeigen Sie, dass die X’ dem schwachen Gesetz der grofen Zahlen geniigen, d.h. beweisen Sie

% zn:(xf") ~EX")) 50, 0o
i=1

Es sei (X, )n>2 eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen mit

1 1

P(X, =n)= und P(X,=0)=1-

nlogn nlogn’

Zeigen Sie, dass die Folge dem schwachen Gesetz der grofsen Zahlen geniigt, in dem Sinne, dass

1< P

=3 (Xi — B[X)]) — 0.

" =2
Zeigen Sie weiter, dass die obige folge nicht fast sicher konvergiert und sie somit nicht dem Gesetz
der grofsen Zahlen geniigt. Verwenden Sie dazu das Lemma von Borel-Cantelli.
Losung.

Mit der Ungleichung von Chebychev erhalten wir fiir jedes € > 0

P S =X 2 ) ~P(13 X B[S 1)1 0
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Der letzte Term konvergiert nach Voraussetzung gegen 0 fiir jedes € > 0. Damit ist die Behaup-
tung bewiesen.



Nach dem ersten Teil reicht es fiir die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit zu beweisen, dass
n~23" , Var(X,) eine Nullfolge ist. Es gilt E[X,,] = 1/logn und Var(X,,) = E[X2]—(E[X,])? =
n/logn —1/(logn)?. Es folgt
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Starkes Gesetz gilt nicht. Zunéchst gilt

o0

> 1
SR =m =Y Lo
= = nlogn

Davon kann man sich leicht mit dem Integralvergleichskriterium fiir Konvergenz von Reihen
iiberzeugen. (Das unbestimmte Integral [,°(zlogz) ' dz = [log(logx)]5° konvergiert nicht.)
Nach dem zweiten Borel-Cantelli Lemma folgt

P(X,, = n fir unendlich viele n) = 1.
Sei € > 0. Auf dem Ereignis {X,, = n} gilt (X, — E[X,]) =1- m > 1 — ¢ fiir hinreichend
grofte n. Damit erhalten wir

1
P<—(Xn — B[X,]) > 1 — ¢ fiir unendlich viele n) ~1,
n

also kann 1 3" (X, — E[X,,]) nicht P-f.s. gegen Null konvergieren.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Seien X, X2, ... unabhéngige Zufallsvariablen mit E[X,,] = 0 fiir jedes
n € Nund V := sup{Var[X,] : n € N} < co. Definiere S,, = X1 + --- + X,,. Dann gilt fiir jedes
e>0

S,
lim sup || = (0 fast sicher.

n—00 n1/2 (log(n) ) 1/2+e

Hinweis: Definieren Sie k, = 2" und l(n) = n'/?>(log(n))/?*¢ fir n € N und betrachten Sie
U(knt1)/U(ky) . Zeigen Sie, dass fir hinreichend groffes n und fir k € N mit kp,—1 < k < ky,

dass ‘lf,’;)l < 2(|S:)|. Verwenden Sie nun die Komogorov’sche Ungleichung und Borel-Cantelli, um

zu zeigen, dass fiir beliebiges § > 0 gilt , dass limsup,,_,, [(k,) " max{|S| : k < k,} < 6 fast
sicher.

Lésung. Setze k, = 2" und I(n) = n'/2(log(n))"/?*¢ fiir n € N. Es gilt

l(kn—i-l) n—oo
l(ky)

Daher gilt fiir hinreichend grofses n und fir £ € N mit k,_1 < k < k,,, dass ﬁ < (|Sn)‘ Also
reicht es, fiir § > 0 zu zeigen, dass

limsup (k) "' max{|Sk| : k < k,} < fast sicher. (1)
n—0o0

Fir § > 0 und n € N setze As, := {max{|Sy| : & < k,} > 6l(k,)}. Die Kolmogorov’sche
Ungleichung liefert

[o@) V o
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E pA(;n ) < E Vk, 52(10g2)1+2€§:1n ¢ < 0.

Das Borel-Cantelli-Lemma liefert nun P (limsup,, ., As») = 0, also (1).



Aufgabe 4 (2 Bonus). Beweisen Sie folgende Aussagen:
1. Sei (an)nen eine Folge mit a, > 0 und > "7 a, < oo, dann folgt limy_yo0 D po . an = 0.

2. Sei (an)nen eine monotone Folge und es gebe eine Teilfolge (an, )ken, sodass a,, — a, dann
folgt a, — a.

Hinweis: Diese zwei Aussagen wurden im Beweis von Lemma 43 verwendet. Es ist sinnvoll,
diesen nach dem Bearbeiten der Ubungsaufgabe zu wiederholen.

Losung. 1. Da Y 7, a, < oo, wissen wir, dass die Reihe konvergiert und damit eine Cauchy
folge ist. Das bedeutet, dass fiir jede positive Zahl € ein Index N existiert, sodass fiir alle
m >n > N gilt:

m 0o 0o
[D_arl =1 e = D> al<e
n=k n=k n=m++1

Mit m — oo folgt | Y07, ax| <e.

2. Sei (an)nen eine monotone Folge und es existiert eine Teilfolge (an, )k € N, sodass ap, — a.
Wir wollen zeigen, dass dann a,, — a. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir
an, dass die Folge monoton wachsend ist. Sei e > 0. Da a,, — a, gibt es einen Index NV,
sodass fiir alle k > N gilt:

lan, —al <e firalle k > K.

Da die Folge (a,)n € N monoton wachsend ist, ist a, > ap, > a fiir alle n > ng. Daher
haben wir fiir alle n > ng:

lap —al < lap, —al <e fiir alle k > K.

Das bedeutet, dass fiir jeden Index K = ng gilt: |a, —a| < € fir alle n > N. Somit haben
wir gezeigt, dass die Folge (a,)nen gegen a konvergiert, d.h., a, — a.



