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Aufgabe 1 (4 Punkte). Seien (Xn) eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen und X eine weitere
R-wertige Zufallsvariable, so gilt

(a)

Xn
f.s.→ X ⇔ ∀ε > 0 : lim

n→∞
P

( ∞⋃
m=n

{|Xm −X| ≥ ε}

)
= 0⇔ sup

m≥n
|Xm −X|

P→ 0

(b) konvergiert Xn
f.s.→ X, so auch stochastisch (Xn

P→ X).

(c) Stochastisches Cauchy-Kriterium. Sind die (Xn) P -fast sicher konvergent, so ist das äquiv-
alent dazu, dass für alle ε > 0 folgendes gilt:

lim
n→∞

P

( ∞⋃
m=1

{|Xm+n −Xn| ≥ ε}

)
= 0

Lösung. Das ist Satz 5.2 aus dem Rüschendorf Skript:
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Satz §5.2. Seien (Xn) reelle Zufallsvariablen, so gilt

(1)

Xn →X0 [P ]⇔ ∀ε > 0 ∶ lim
n→∞P ( ∞⋃

m=n{∣Xm −X0∣ ≥ ε}) = 0⇔ sup
m≥n ∣Xm −X0∣Ð→

P
0

(2) konvergiert Xn →X0 [P ], so auch Xn Ð→
P
X0.

(3) Stochastisches Cauchy Kriterium. Sind die (Xn) P -fast-sicher konvergent, so ist das äquivalent
dazu, dass für alle ε > 0,

lim
n→∞P ( ∞⋃

m=1
{∣Xm+n −Xn∣ ≥ ε}) = 0.

Beweis.zu (1) Sei

A ∶= {ω ∈ Ω∣ lim
n→∞Xn(ω) =X0(ω)} = ⋂

k∈N ⋃
m∈N ⋂

m≥n{∣Xn −X0∣} ≤ 1
k
}

Konvergiere jetzt Xn →X0 [P ], so ist das äquivalent dazu, dass

0 = P (AC) = P( ⋂
k∈N ⋃

m∈N ⋂
m≥n{∣Xn −X0∣ ≤ 1

k
}

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶=∶Bm↓
)

⇐⇒∀k ∈N ∶ P ( ⋂
m∈NBm) = lim

m→∞P (Bm) = 0

⇐⇒∀k ∈N ∶ 0 = lim
m→∞P (sup

n≥m ∣Xn −X0∣ > 1
k
) , d.h. sup

n≥m ∣Xm −X0∣ →Ð→
P

0

zu (2) Es folgt aus Xm →X0 [P ]
∀ε > 0 ∶ P (∣Xm −X0∣ > ε) ≤ P (sup

n≥m ∣Xn −X0∣ > ε)→ 0

zu (3) Seien die (Xn) P -fast-sicher konvergent (Schreibweise: Xn → [P ]), so ist das äquivalent dazu, dass(Xn) fast sicher eine Cauchyfolge ist, was dazu äquivalent ist, dass P (A) = 1 mit

A ∶= {ω ∈ Ω∣Xn(ω) ist Cauchyfolge} = ⋂
k∈N ⋃

m∈N ⋂
n≥m{∣Xm −Xn∣ ≤ 1

k
}

Beispiel §5.1. Sei (Ω,A, P ) = ([0,1],B1([0,1]), λ/1∣[0,1]) und An ∶= [ k2h , k+1
2h ] falls n = 2h + k mit 0 ≤

k < 2h. Seien fn ∶= 1An , so folgt für alle ω, dass (fn(ω)) nicht konvergent ist, da lim sup fn(ω) = 1 ≠ 0 =
lim inf fn(ω). Aber für ε > 0 ist

P (∣fn∣ > ε) ≤ P (An) = 1
2h

= 2
2h + 1

≤ 2
n
→ 0

Satz §5.3. Seien (Xn)n∈N reelle Zufallsvariablen.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Es seien (Xn)n∈N, (Yn)n∈N und (Zn)n∈N Folgen reeller, integrierbarer
Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P ) mit Xn ≤ Yn ≤ Zn für alle n ∈ N
sowie Xn →P X, Yn →P Y und Zn →P Z. Zeigen Sie:
(a) Xn + Yn →P X + Y .
(b) Gilt zusätzlich E[Xn]→ E[X] und E[Zn]→ E[Z], so folgt E[Yn]→ E[Y ].

Hinweis: Verwenden Sie für b) Theorem 22.

Lösung. (a) Es gilt {|Xn + Yn − (X + Y )| > ε} ⊂ {|Xn −X|+ |Yn − Y | > ε} ⊂ {|Xn −X| >
ε/2} ∪ {|Yn − Y | > ε/2}. Deshalb gilt für alle ε > 0

lim
n→∞

P (|Xn + Yn − (X + Y )| > ε) ≤ lim
n→∞

P (|Xn −X| > ε/2) + lim
n→∞

P (|Yn − Y | > ε/2).

Daraus folgt die Behauptung.

Ein anderer Beweis funktioniert mit der Bemerkung nach Satz 5.5 (Rüschendorf Skript),
indem man eine beliebige Teilfolge in N gegeben hat. In dem Skript steht [P ] für fast
sichere Konvergenz (f.s.).
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(1) vollständige Konvergenz.

∀ε > 0 ∶ ∞∑
n=0

P (∣Xn −X0∣ ≥ ε) <∞⇒Xn →X0 [P ]
(2) Seien die (Xn) stochastisch unabhängig, so ist

Xn → 0 [P ]⇐⇒ ∀ε > 0
∞∑
n=1

P (∣Xn∣ ≥ ε) <∞
Beweis.zu (1) Es ergibt sich

P ( ⋃
m=n{∣Xn −X0∣ ≥ ε}) ≤ ∞∑

m=nP (∣Xm −X0∣ ≥ ε))ÐÐÐ→
n→∞ 0

§5.2⇒ Xm →X0 [P ]
zu (2) „⇐“: Ist klar.

„⇒“: Xn → 0 [P ] ist äquivalent dazu, dass für alle ε > 0 gilt lim ∣Xn∣ < ε [P ], was wieder äquivalent
zu ∀ε > 0 ∶ P (lim sup

n→∞ {∣Xn∣ ≥ ε}) = 0.

Da die An stochastisch unabhängig sind folgt aus dem Lemma von Borel-Cantelli das, dass äquiva-
lent ist zu ∞∑

n=1
P ({Xn} ≥ ε) = 0.

Proposition §5.4. Seien (Xn) ⊂ Lr(P ) reelle Zufallsvariablen, für ein r > 0, so folgt aus

(1) Xn
LrÐ→X0, dass Xn Ð→

P
X0 und

(2) aus ∑∞
n=1E∣Xn −X0∣r <∞, dass Xn →X0 [P ].

Beweis.zu (1) Folgt aus der Tschebyscheff-Morkov-Ungleichung §2.7.

zu (2) Es ist ∞∑
n=1

P (∣Xn −X0∣ ≥ ε) ≤ ∑∞
n=1E∣Xn −X0∣r

εr
<∞,

woraus aus §5.3 folgt, dass Xn →X0 [P ].

Satz §5.5. Seien (Xn) reelle Zufallsvariablen mit Xn Ð→
P

X0, so existiert eine Teilfolge (m) ⊂ N, so
dass Xm →X0 [P ].
Beweis. Sei ohne Einschränkung X0 = 0, so ist für alle ε > 0, dass P (∣Xn∣ ≥ ε) = 0. Somit existiert für
alle k ∈ N ein nk ∈ N, so dass P (∣Xnk ∣ ≥ 2−k) ≤ 2−k. ⇒ ∑k P (∣Xnk ∣ ≥ 2−k) < ∞ Also ist für alle ε > 0,∑k P (∣Xnk ∣) ≥ ε) <∞ (vollständige Konvergenz) und mit §5.3 folgt Xnk → 0 [P ].



O.B.d.A. sei diese N selbst. Dann gibt es nach Satz 5.5 eine Teilfolge (nk) ⊂ N mit
Xnk

→ X f.s.. Weiter gibt es eine Teilfolge (nkl) ⊂ (nk) für die Ynkl
→ Y f.s. gilt. Da die

Vereinigung von zwei Nullmengen wieder eine Nullmenge ist, folgt Xnkl
+Ynkl

→ X+Y f.s.
Mit der genannten Bemerkung erhalten wir so die Aussage. (Jede TeilfolgeXnk

+Ynk
besitzt

eine Teilteilfolge, die stochastisch gegen X + Y konvergiert.) Vorsicht: Dieses Argument
darf bei der fast sicheren Konvergenz nicht angewendet werden, da dies keine topologische
Konvergenz ist.

(b) Wir stellen zunächst fest, dass der stochastische Grenzwert einer Folge von nichtnegativen
Zufallsvariablen fast-sicher nichtnegativ ist.
Denn angenommen Vn ≥ 0 und Vn →P V mit P (V < 0) > ε. Es ist {V < 0} =

⋃
n∈N{V <

−1/n}. Deshalb gibt es dann ein δ > 0 mit P (V < −δ) > 0. Wegen Vn ≥ 0 folgt dann
0 < P (V < −δ) ≤ P (|Vn − V | ≥ δ) für alle n ∈ N. Dies widerspricht der Annahme
Vn →P V .

Wir betrachten nun die Folge (Zn −Xn)n∈N. Wegen Xn ≤ Zn gilt E|Zn −Xn| = E[Zn]−
E[Xn] → E[Z] − E[X] = E|Z − X|. Aus den Voraussetzungen, Teil a) und Korollar 27
folgt, dass Zn −Xn gleichgradig integrierbar ist.
Wegen 0 ≤ Yn−Xn ≤ Zn−Xn, erhalten wir so, dass auch Yn−Xn gleichgradig integrierbar
ist. Folglich gilt nach Teil a) und Satz 5.8 E[Yn] − E[Xn] = E|Yn −Xn| → E|Y −X| =
E[Y ]− E[X]. Wegen E[Xn]→ E[X] folgt daraus E[Yn]→ E[Y ].

Aufgabe 3 (4 Punkte). Mit einem Startkapital von 1 Euro spielen Sie folgendes Glücksspiel:
Wenn Ihr Kapital vor der n-ten Runde Kn−1 beträgt, gewinnen Sie in der n-ten Runde nach
dem Wurf einer fairen Münze 5

3Kn−1, sofern Kopf erscheint, sonst erhalten Sie 1
2Kn−1.

(a) Berechnen Sie EKn, und überzeugen Sie sich, dass limn→∞EKn =∞ ist.

(b) Zeigen Sie, dass Kn stochastisch gegen 0 konvergiert.

Hinweis: Für n ∈ N ist Kn =
∏n

i=1 Yi mit stochastisch unabhängigen, identisch verteilten Zufallsvari-
ablen Yi. Betrachten Sie in Teil b) die Zufallsvariable logKn und wenden Sie das schwache Gesetz großer
Zahlen an.

Lösung. Es ist Kn =
∏n

i=1 Yi mit (Yi)i=1,...,n stochastisch unabhängigen und identisch verteilten
Zufallsvariabeln, mit P (Yi = 5

3) = 1
2 = P (Yi = 1

2).

(a) Aus dieser Darstellung folgt mit dem Produktsatz für den ErwartungswertEKn =
∏n

i=1EYi =
(EY1)

n. Es ist EY1 = 1
2
5
3 + 1

2
1
2 = 13

12 > 1. Es folgt limn→∞EKn =∞.

(b) Wir betrachten logKn =
∑n

i=1 log Yi. Wegen E log Yi = 1
2 log 5

3 + 1
2 log 1

2 = 1
2 log 5

6 < 0
und E(log Yi)

2 = 1
2(log 5

3)2 + 1
2(log 1

2)2 <∞ folgt mit dem schwachen Gesetz großer Zahlen
(Tschebycheff)

1

n
logKn =

1

n

n∑
i=1

log Yi →P E log Y1 < 0.

D.h. für alle ε > 0 gilt

P

(
1

n
logKn > E log Y1 + ε

)
→ 0.

Ist δ > 0 gegeben, so gibt es ein n1 ∈ N, so dass für alle n ≥ n1 gilt 1
n log δ > E log Y1 + ε

mit ε = |E log Y1|/2. Es folgt

P (Kn > δ) = P

(
1

n
logKn >

1

n
log δ

)
≤ P

(
1

n
logKn > E log Y1 + ε

)
→ 0.

Dies zeigt Kn →P 0.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei (Xn)n∈N eine Folge stochastisch unabhängiger Zufallsvariablen mit
P (Xn =

√
n) = 1

n = 1−P (Xn = 0). Untersuchen Sie diese auf stochastische, P -fast-sichere und
Lp-Konvergenz für alle p ≥ 1. Ist (Xn)n gleichgradig integrierbar?



Lösung. Stochastische Konvergenz: Ja, da P (|Xn| > ε) ≤ 1
n → 0. (oder auch wegen L1-

Konvergenz)
Fast sichere Konvergen: Nein, da die Familie ({Xn ≥ 1})n ist stochastisch unabhängig mit∑
P (Xn ≥ 1) =

∑ 1
n =∞. Daher gilt nach Borel-Cantelli

1 = P (lim sup{Xn ≥ 1}) = P (Xn ≥ 1 für ∞-viele n) = P (lim supXn ≥ 1)

und daher P (Xn → 0) = 0.
Lp Konvergenz: Es ist ‖Xn − 0‖Lp = E[Xp

n] = n
p
2
−1, was genau dann gegen 0 konvergiert, wenn

p < 2.
Gleichgradige Integrierbarkeit: Konvergiert in L1, ist also gleichgradig integrierbar.


