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Aufgabe 1 (Bonus 4 Punkte). Sein Ω′,Ω Mengen und f : Ω′ → Ω eine Abbildung. Weiter sei
E ein Mengensystem auf Ω. Zeigen Sie, dass

σ(f−1(E )) = f−1(σ(E )).

Hinweis: Wir benutzen folgende Notation: f−1(A ) := {f−1(A)|A ∈ A } für ein Mengensystem
A auf Ω. Für ” ⊇ ” ist es hilfreich die Menge F := {A ∈ σ(E )|f−1(A) ∈ σ(f−1(E ))} zu
betrachten. Zeigen Sie zunächst, dass F eine σ-Algebra ist.

Lösung. ” ⊆ ”: Da σ(E ) eine σ-Algebra ist, ist f−1(σ(E )) wieder eine σ-Algebra (Übungsblatt
1 und 2) und es gilt σ(f−1(σ(E ))) = f−1(σ(E )). Insgesamt erhalten wir

σ(f−1(E )) ⊆ σ(f−1(σ(E ))) = f−1(σ(E )).

” ⊇ ”: Wir betrachten die Menge F := {A ∈ σ(E )|f−1(A) ∈ σ(f−1(E ))}. Diese ist eine
σ-Algebra:

∅ ∈ F , da ∅ ∈ σ(E ) und f−1(∅) = ∅ ∈ σ(f−1(E ))

A ∈ F ⇒ Ac ∈ F , da A ∈ σ(E )⇒ Ac ∈ σ(E ) und f−1(Ac) = f−1(A)c ∈ σ(f−1(E ))

A1, A2, · · · ∈ F ⇒
⋃
i∈N

Ai ∈ F , da A1, A2, · · · ∈ σ(E )⇒
⋃
i∈N

Ai ∈ σ(E )

und f−1(
⋃
i∈N

Ai) =
⋃
i∈N

f−1(Ai) ∈ σ(f−1(E )).

Nun gilt E ⊆ F ⊆ σ(E ) und damit F = σ(E ). Somit folgt f−1(A) ∈ σ(f−1(E )) für alle
A ∈ σ(E ), also

f−1(σ(E )) ⊆ σ(f−1(E )).

Aufgabe 2 (4 Punkte). Zeigen Sie, dass zwei σ-endliche Maße µ, ν auf B(R) genau dann
übereinstimmen, wenn für alle stetigen Funktionen f : R→ R+ mit kompakten Träger gilt, dass
µ[f ] = ν[f ]. Hierbei definieren wir

µ[f ] :=

∫
Ω
fdµ.

Hinweis: Verwenden Sie Satz A.16. und den Satz über monotone Konvergenz.

Lösung. Die eine Implikation ist klar. Wir müssen also zeigen, dass aus der Gleichheit der
Integrale die Gleichheit der Maße folgt. Da µ und ν σ-endlich sind, reicht es nach dem Ein-
deutigkeitssatz A.16, zu zeigen, dass µ((a, b)) = ν((a, b)) für alle a, b ∈ R gilt, da {(a, b) | a, b ∈



R} ein durchschnittsstabiler Erzeuger von B(R) ist. Für a, b ∈ R sei

fn(x) :=


0 für x /∈ (a, b)

1 für x ∈ (a+ 1/n, b− 1/n)

n(x− a) für x ∈ (a, a+ 1/n]

−n(x− b) für x ∈ [b− 1/n, b).

Dann gilt fn(x) ≤ 1(a,b) für alle x ∈ R, fn ≤ fn+1 und limn→∞ fn(x) = 1(a,b)(x) für alle x.
Außerdem ist fn stetig, nicht-negativ und hat kompakten Träger (suppfn = [a, b]). Mit dem
Satz über die monotone Konvergenz schließen wir nun

µ((a, b)) = µ[1(a,b)] = µ[ lim
n→∞

fn] = lim
n→∞

µ[fn] = lim
n→∞

ν[fn] = rückwärts. . . = ν((a, b)).

Aufgabe 3 (4 Punkte). Seien λ, µ und ν Maße auf (Ω,A). Zeigen Sie:

(a) Wenn für alle ε > 0 ein A ∈ A existiert mit µ(A) < ε und ν(Ac) < ε, dann ist µ ⊥ ν.
(b) Sind λ� µ und µ ⊥ ν, dann auch λ ⊥ ν.
(c) Wenn µ� ν und µ ⊥ ν, muss schon µ ≡ 0.

Lösung. (a) Es sei An ∈ A, sodass µ(An) ≤ 2−n und ν(Acn) ≤ 2−n für alle n. Dann ist

µ(lim supAn) = µ
(⋂

n

⋃
m≥n

Am

)
= lim

n→∞
µ
( ⋃
m≥n

Am

)

≤ lim
n→∞

∑
m≥n

µ(Am) ≤ lim
n→∞

∑
m≥n

2−m = lim
n→∞

2−n+1 = 0

und ν
(
(lim supAn)c

)
= ν

(⋃
n

⋂
m≥n

Acm

)
≤
∑
n≥1

ν
( ⋂
m≥n

Acm

)
︸ ︷︷ ︸
≤2−m für alle m

= 0.

(b) Sei A ∈ A mit µ(A) = ν(Ac) = 0. Wegen λ� µ ist dann auch λ(A) = 0 und damit λ ⊥ ν.
(c) Sei A wie in b), dann ist mit µ � ν auch µ(Ac) = 0 und abschließend µ(Ω) = µ(A) +

µ(Ac) = 0.

Aufgabe 4 (Bonus 4 Punkte). Es seien µ und ν zwei Maße auf dem Maßraum (Ω,A) und ν
endlich. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen äquivalent sind:

(a) ν � µ.

(b) Für jedes ε > 0 existiert ein δ > 0, sodass für alle A ∈ A mit µ(A) ≤ δ auch ν(A) ≤ ε.

Lösung.

(b) ⇒ (a): Angenommen ν 6� µ. Dann gibt es ein A ∈ A mit µ(A) = 0 < ε := 1
2ν(A). Damit

gibt es zu A und ε kein solches δ und (b) kann nicht gelten.

(a) ⇒ (b): Angenommen (b) gilt nicht. Dann existiert also ein ε > 0, sodass für alle n ∈ N ein
An ∈ A existiert mit µ(An) ≤ 2−n aber ν(An) > ε. Wir setzen A∞ := lim supnAn und erhalten
dann analog zu Aufgabe 3(a), dass µ(A∞) = 0. Allerdings gilt, da ν endlich ist, dass

ν(A∞) ≥ lim sup
n→∞

ν(An) ≥ ε > 0.



Aufgabe 5 (4 Punkte). Sei (Ω,A , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Weibull-verteilte
Zufallsvariable, d.h. PX hat bzgl. des Lebesgue-Maßes die Dichte fX(x) = 1(0,∞)αβx

β−1e−αx
β

mit α, β > 0.

Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion von Y = max{X, 1} und die Lebesgue-Zerlegung von P Y

bzgl. des Lebesguemaßes auf (R,B(R)).

Lösung. Es ist

P (Y ≤ x) =

{
0, für x < 1

P (X ≤ x), für x ≥ 1

und

P (X ≤ x) =

∫ x

0
αβyβ−1e−αy

β
dλ(y)

= [−e−αyβ ]x0

= 1− e−αxβ .

Damit erhalten wir also

FY (x) =

{
0, für x < 1

1− e−αxβ , für x ≥ 1.

Für jedes A ∈ B(R) mit A ⊂ (−∞, 1) gilt P Y (A) = 0. Falls A ⊂ (1,∞) ist, gilt P Y (A) =
PX(A). Für A ∈ B(R) mit 1 /∈ A gilt demnach

P Y (A) =

∫
A
ce−cy1(1,∞)(y)dλ(y).

Außerdem haben wir P Y ({1}) = 1− e−c.
Zusammen gilt also P Y = µ+ ν mit

dµ = αβ(·)β−1e−α(·)β1(1,∞)(·)dλ und ν = (1− e−α)δ1.

Offensichtlich ist µ� λ und ν ⊥ λ. Damit ist die Lebesguesche Zerlegung gefunden.


