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Aufgabe 1 (Bonus 4 Punkte). Sein ', Mengen und f: ' — Q eine Abbildung. Weiter sei
& ein Mengensystem auf 2. Zeigen Sie, dass

o(f7HE) = fH(o(&)).

Hinweis: Wir benutzen folgende Notation: f~'(o/) = {f~Y(A)|A € &} fiir ein Mengensystem
o auf Q. Fir ” 2 7 ist es hilfreich die Menge F = {A € o(&)|f1(A) € a(f~H&))} zu
betrachten. Zeigen Sie zundchst, dass F eine o-Algebra ist.

Losung. ” C7: Da o(&) eine o-Algebra ist, ist f~!(c(&)) wieder eine o-Algebra (Ubungsblatt
1 und 2) und es gilt o(f~1(c(&))) = f~1(c(&)). Insgesamt erhalten wir

o(f7HE)) S a(fHa(6) = fHa(S)).

” D . Wir betrachten die Menge .# = {A € o(&)|f 1(A) € o(f~1(&))}. Diese ist eine
o-Algebra:
F,daheo(&) und f710) =0 € o(fH&))
F,daAco()= A°co(&) und f7HA) = fHA)F e a(fHE))
JAieZ, dady Ay co(6)=|]Aica(®)
ieN ieN

und £ 4) = (£ (A0 € 0(f71(8).

€N €N

Nun gilt & C .# C o(&) und damit .F = o(&). Somit folgt f~1(A) € o(f~1(&)) fiir alle
A€ o(&), also

fHo(&) Calf7H(&)).

Aufgabe 2 (4 Punkte). Zeigen Sie, dass zwei o-endliche Mafke u, v auf B(R) genau dann
iibereinstimmen, wenn fiir alle stetigen Funktionen f : R — R4 mit kompakten Trager gilt, dass
w[f] = v]f]. Hierbei definieren wir

ulf] = / fdp.
Q
Hinweis: Verwenden Sie Satz A.16. und den Satz tiber monotone Konvergenz.

Lésung. Die eine Implikation ist klar. Wir miissen also zeigen, dass aus der Gleichheit der
Integrale die Gleichheit der Mafle folgt. Da p und v o-endlich sind, reicht es nach dem Ein-
deutigkeitssatz A.16, zu zeigen, dass p((a,b)) = v((a,b)) fir alle a,b € R gilt, da {(a,b) | a,b €



R} ein durchschnittsstabiler Erzeuger von B(R) ist. Fiir a,b € R sei

0 fir x ¢ (a,b)
_ 1 fir z € (a +1/n,b—1/n)
fn(z) : n(z — a) fir z € (a,a+ 1/n]

—n(x—0b) firzeb—1/n,b).

Dann gilt fu(z) < 1(gy) fiir alle x € R, f, < for1 und limy, o0 fo(7) = Loy (2) fiir alle .
AuRerdem ist f, stetig, nicht-negativ und hat kompakten Trager (suppf, = [a,b]). Mit dem
Satz liber die monotone Konvergenz schlieffen wir nun

ul(a.8) = plLup) = pl lim f,] = lim plfa] = lim v{f,] = it = y((a,b)).

n—oo

Aufgabe 3 (4 Punkte). Seien A\, p und v Mafe auf (€2, .A). Zeigen Sie:
(a) Wenn fiir alle € > 0 ein A € A existiert mit p(A) < e und v(A°) < e, dann ist p L v.
(b) Sind A < g und p L v, dann auch A L v.
(¢) Wenn p < v und g L v, muss schon p = 0.

Lésung. (a) Essei A, € A, sodass j1(A,) < 27" und v(AS) < 27" fiir alle n. Dann ist
p(limsup 4,,) (m U A ) :nli_{go,u( U Am)
m>n

< lim Y p(Ap) < lim Y 27m=lim 27" =0

n—00 = = n— 00
und v((limsup A,,)° —V<U ﬂ Ac) Z V( ﬂ Afn> =0.
n m>n n>1  m>n

<2—m fiir alle m

(b) Sei A € Amit pu(A) =v(A°) =0. Wegen A < p ist dann auch A(A) = 0 und damit X L v.

(c) Sei A wie in b), dann ist mit p < v auch p(A°) = 0 und abschliefend u(Q2) = p(A) +
p(A%) = 0.

Aufgabe 4 (Bonus 4 Punkte). Es seien p und v zwei Mafe auf dem Mafraum (€2, A) und v
endlich. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) v < p.
(b) Fiir jedes € > 0 existiert ein § > 0, sodass fiir alle A € A mit u(A) < § auch v(A) <e.

Losung.

(b) = (a): Angenommen v €« p. Dann gibt es ein A € A mit u(A) =0 < € :=
gibt es zu A und ¢ kein solches ¢ und (b) kann nicht gelten.

v(A). Damit

D[

(a) = (b): Angenommen (b) gilt nicht. Dann existiert also ein £ > 0, sodass fiir alle n € N ein
A, € A existiert mit p(A4,) < 27" aber v(A4,) > . Wir setzen Ay := limsup,, A, und erhalten
dann analog zu Aufgabe 3(a), dass u(A) = 0. Allerdings gilt, da v endlich ist, dass

v(As) > limsupv(A4,) > e > 0.

n—o0



Aufgabe 5 (4 Punkte). Sei (2, o7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Weibull-verteilte
Zufallsvariable, d.h. PX hat bzgl. des Lebesgue-Mafes die Dichte fx(z) = ﬂ(o’m)aﬁxﬁ_le_axﬁ
mit «, 8 > 0.

Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion von Y = max{X, 1} und die Lebesgue-Zerlegung von PY
bzgl. des Lebesguemafes auf (R, Z(R)).

Losung. Es ist
0, firx <1
P(X <z), firz>1

und

P(X <z)= /x aBy’ e dA(y)

0
P
=[-e"™]§
=1- e_o‘xﬁ.
Damit erhalten wir also
0 firzx <1
Fy(x) = ’

v(@) {1—6_0‘“73, fir x > 1.

Fiir jedes A € %(R) mit A C (—oo,1) gilt PY(A) = 0. Falls A C (1,00) ist, gilt PY(A) =
PX(A). Fiir A € Z(R) mit 1 ¢ A gilt demnach

PY(A) = /A ce= VL1 ooy (9)dA(y).

Aufierdem haben wir PY ({1}) =1 —e~¢.

Zusammen gilt also PY = p 4 v mit
dp = aﬁ(-)ﬁ_le_o‘(‘)ﬁ1(1700)(-)d/\ und v=(1—e"%)d.

Offensichtlich ist g < A und v L A. Damit ist die Lebesguesche Zerlegung gefunden.



