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Ubungsblatt 1
Abgabe: Freitag, 28.04.2023, um 18:00 Uhr.

Aufgabe 1 (4 Punkte). Eine rechtsseitig stetige, monoton wachsende Funktion F' : R — [0, 1]
mit F(—o00) = limy— o F(z) = 0 und F(00) := lim, o F(z) = 1 heifit Verteilungsunktion. Ist
p ein W-Mak auf R, B(R)), so heift F), : o — p((—o0, z]) die Verteilungsfunktion von p.

Zeigen Sie: Die Abbildung p +— F), ist eine Bijektion von der Menge der W-Mafe auf (R, B(R))
auf die Menge der Verteilungsfunktionen.

Lésung. Siehe Satz 1.60 bzw. Beispiel 1.56 in [1] .

Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei f: X — Y ein Abbildung und sei R ein Ring bzw. Algebra bzw.
o-Algebra iiber Y. Zeigen Sie, dass

FHR) = {f"(4): AR}
ein Ring bzw. Algebra bzw. o-Algebra iiber X ist.

Losung. 1. f7'0)=0cA=0cB
2. ABeB= fY{A\B)=f1(A)\ f1(B)e A= A\ BcB.
3. AU B siehe 5.
4. Algebra: f71(Y)=Xe€ A=Y €B.
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. o-Algebra: analog zu 2. mittels
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Aufgabe 3 (4 Punkte). Sei f : R — R mit f(z) = |z| und o(f) die von f beziiglich B(R)
erzeugte o-Algebra. Bestimmen Sie alle o(f)-B(R)-messbaren Funktionen g : R — R.
Lésung. Wir zeigen g ist o(f)-B(R)-messbar genau dann, wenn g B(R) — B(R) messbar und
symmetrisch ist:
Es gilt fiir A C [0,00) mit A € B(R), dass f~1(A) = AU(—A), fiir A C B(R). Sei g symmetrisch
und B(R) — B(R) messbar. Dann gilt g~ *((a,b)) = AU (—A) fiir eine Menge A € B(R). Damit
ist g o(f)-B(R)-messbar. Sei nun g o(f)-B(R)-messbar. Dann ist g B(R) — B(R) messbar, da f
stetig und damit o(f) C B(R). Weiter gilt fiir y € R, dass g~ '({y}) = f~1(A) = (AN [0,00)) U
(—(AN[0,00))). Damit gilt fir x € R mit g(z) = y auch g(—z) = y und g ist symmetrisch.
Aufgabe 4 (4 Punkte). Es seien & und % zwei o-Algebren auf einer Menge ). Beweisen oder
widerlegen Sie die folgenden Aussagen.

1. d UAB ={C|C € oV C e A} ist eine o-Algebra.
2. dNB={C|C e NC € A} ist eine o-Algebra.
Losung. 1. Fiir Q = {1,2,3}, o = o({1}), Z = o({2}) ist
g UB={0,9,{1},{2},{2,3},{1,3}} Z{1,2} = {1} U {2}.



2. Esgit Qe dNAB Ist C e dNAB, soist C € o und C € #. Damit gilt dies auch
flir C¢. Mit der selben Argumentation zeigt man die Abgeschlossenheit unter abzdhlbaren
Vereinigungen.

Aufgabe 5 (Bonus 4 Punkte). Sei € eine endliche Menge, sei [€2| > 4 und gerade. Setze
D:={D C Q]| |D| € 2N}.
Zeigen Sie, dass D ein Dynkin-System, aber keine o-Algebra ist.

Liosung. Da |Q| gerade ist, ist Q@ € D. Wenn A, B € D mit A C B, ist sicherlich auch |B \ A| =
|B|—|A| gerade und damit B\ A € D. Seien abschliefend A;, As, ... € D eine aufsteigende Folge.
Dann gilt, da [Q| < oo, dass auch |{Jy>; Ak| < 2] < co. Insbesondere muss ein n existieren,
sodass Uy>; Ak = U=y Ak = An € D. D ist also ein Dynkin-System.
Allerdings ist € nicht N-stabil und damit keine o-Algebra, denn: Da || > 4 finden wir drei
unterschiedliche wy,...,w3 € Q. Dann ist {wi,w2} € D, {wa,w3} € D aber nicht {wi,wa} N
{wg,wg} = {(,UQ}.
Aufgabe 6 (Bonus 4 Punkte). Sei R C 2¥. Dann sind folgende Aussagen #quivalent:

(a) (R,A,N) ist ein Ring im Sinne der Algebra.

(b) € R und fir A,B € R gilt AABeR, ANB € R.

(¢c) D€ R und fir A,Be R gilt AABeR, AUB € R.

(d) R ist ein Ring im Sinne der Maftheorie.

Hinweis: Dabei ist AAB := (A\ B)U (B \ A) die symmetrische Differenz.
Lésung. Voriiberlegung:
Sind A und B disjunkt, so gilt AAB = AU B.
Gilt AD B, soist AAB = A\ B.

/\ ist assoziativ.

Zur Losung:
Man zeige (a) = (b) = (¢) = (d) = (a).
° (a) = (b):
Algebraische Ringe sind unter beiden Operatoren abgeschlossen. Aufterdem ist zum ersten
Operator ein neutrales Element vorhanden. Dieses ist hier die leere Menge.

e (b) = (o):

AUB = (AAB)A(AN B). (disjunkte Vereinigung)
o (c) = (d):

A\B=(AUB)\B=(AUB)AB.
o (d) = (a):

Der maftheoretische Ring ist abgeschlossen unter \ und U, also auch unter A und somit
unter N, da nach Voriiberlegung

ANB=(AUB)\ (AAB) = (AAB)A(AU B).

Aukerdem enthalt er nach Definition (), das neutrale Element von A. Da /A symmetrisch
ist und jede Menge bezliglich A selbstinvers, bleiben nur noch die Assoziativ- und die
Distributivgesetze zu zeigen:

(ANB)A(ANC)=(ANBNCYU(ANCNB®) =AN(BAC),
ANBNC)=(ANB)U(ANC)U(BNCNA®) =(AAB)N (AAC).

Die Assoziativitat von N ist klar.
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