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Vorwort

Diese Vorlesung ist aus unseren vorigen Vorlesungen entstanden (in
Leipzig, Chemnitz und in vorigen Semestern in Freiburg).

Dieses Skriptum ist vorldufig ! Es enthilt offensichtlich noch viele
Fehler — also bitte mit dem entsprechenden Fingerspitzengefiihl lesen.
Fiir Riickmeldungen sind wir natiirlich dufierst dankbar und wiirden
uns {iber eine Email an das Sekretariat Stochastik.

Thorsten Schmidt






Einfiihrung

Beginnen wir unseren Ausflug in die Finanzmathematik mit einem
einfachen Beispiel. Natiirlich ist dieses Beispiel zu einfach um reali-
tatsnah zu sein, allerdings lassen sich an diesem Beispiel schon viele
grundlegende Mechanismen der Finanzmathematik erldutern.

Ein Binomialmodell mit einem Call

Betrachten wir einen Index mit Wert Sy = 15.500. Sie mdchten auf
steigende Kurse setzen und ziehen den Kauf eines Calls mit Aus-
tbrungspreis (Strike) von K = 15.800 in Betracht. Als zugrundelie-
gendes Modell kommen fiir Sie zwei zukiinftige Szenarien in Frage:
der Kurs steigt auf 16.000 oder féllt auf 14.000. Hierzu ordnen Sie
(subjektiv, oder aus statistischen Methoden) die Wahrscheinlichkeiten
1/3 und 2/3 zu. Das fiihrt zu folgendem Modell:

16.000 w = w,
S1(w) =

15.000 w = wy,
wobei S der Wert des zufilligen Aktienkurses (Stock) zur Zeit 1 ist.
Die Auszahlung des Calls and 1 ist C; := (S; — K)* = max{S; — K, 0},
also
c (a)) _ 300 w = wi,

0 w = wy.

Was wiren Sie bereit fiir dieses Derivat zu bezahlen?

Eine Umfrage unter den Teilnehmern des Kurses gibt einige
Angebote in der Nahe von 100. Gehen wir also von einem Angebot
von 100 aus’

Als geschickter Marktteilnehmer kaufe ich den Call und verkaufe
gleichzeitig (leer) 0,3 Aktien?, den verbleibenden Betrag lege ich auf
das Bankkonto. Das ergibt folgende Rechnung;:

Call kaufen -100
Erlos aus Aktienverkauf  4.650
Restgeld auf Konto 4.550

15.807,50

+3.158,47 (24,97 %) * in den letzten 6 Monaten

Ersfinung 15.789,78 Tief 15.760,32 52-Wo-Hoch
Hoch 15.841.4 Vort Schl 15.729.48 52-Wo-Tief

Eine kurze Historie des DAX laut google. com (April 2023)

* Uberlegen Sie sich: Ist das zu teuer
oder zu billig - dann setzen Sie als
Marktteilnehmer auf Ihre Einschéatzung.

> wieso gerade 0,30?
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und alles geht auf. Summe der Ausgaben an t = 0 sind 0.
An Zeitpunkt 1 gibt es zwei Moglichkeiten: Angenommen wir
beobachten wj. Dann hat das Portfolio folgenden Wert:

Call zahlt aus: 300
0.3 Aktie wird gekauft -4.800
Restgeld auf Konto 4.550
Erlos 50

Fiir die Beobachtung von w; erhalten wir folgenden Wert:

Call zahlt aus: 0
0.3 Aktie wird gekauft -4.500
Restgeld auf Konto 4.550
Erlos 50

In jedem Fall gewinne ich mit dieser Strategie 50, und zwar si-
cher(!). Der Call war offensichtlich 50 Geldeinheiten zu teuer!

Wie kann man sich sicher sein, dass man solche Bewertungsfehler
vermeidet? Dies ist ein Hauptziel dieser Vorlesung. Bemerkenswert
auch, dass die Wahrscheinlichkeiten gar keine Rolle spielten! Woher
bekomme ich die Anzahl der zu verkaufenden Aktien?

Wir werden noch weitere andere interessante Punkte streifen,
unter anderem:

* No-Arbitrage Theorie in diskreter Zeit,
* Hedging,

¢ Risikomafse und deren Schitzung,

¢ Modellrisiken,

e Zinsmirkte und affine Modelle,

¢ Konsistente Kalibrierung,

¢ Unendlichdimensionale Finanzmaérkte.



Finanzmidrkte in diskreter Zeit

Ein hervorragendes Buch zu diesem Thema ist das Buch von Hans
Follmer und Alexander Schied3 (am besten in der neuesten Edition). 3 H. Follmer and A. Schied. Stochastic
Wir folgen zunéchst im wesentlichen diesem Buch, beginnen aber Finance. Walter de Gruyter, Berlin, 2011
gleich mit dem Mehrperiodenmodell.
Die Unsicherheit tiber zukiinftige Preisentwicklung wird mit ei-
nem stochastischen Modell dargestellt. Wie man das genau und am
Besten macht, um vor allem Unsicherheiten mit einzubauen ist im-
mer noch Gegenstand aktueller Forschung. Wir starten deswegen mit
dem einfachsten Fall und fixieren einen festen Wahrscheinlichkeits-
raum (Q, %, P).
In der Praxis ist P typischerweise nicht bekannt, so dass bereits
durch diese Annahme ein Modellrisiko entsteht. Manche der Resultate
(etwa in einem vollstandigen Modell wie dem Binomialmodell)
werden sogar unabhédngig von P formuliert werden konnen (genauer:
lediglich von den Nullmengen von P abhingig).
Fiir eine Zuvallsvariable X verwenden wir X > 0 als Abkiirzung
fir X > 0 P-fast sicher und machen das im Folgenden nicht mehr
kenntlich (ebenso natiirlich fiir = und <).

Einfiihrung

Ein Finanzmarkt besteht aus d + 1 Wertpapieren, welche alle nicht-
negative Werte annehmen. Wir modellieren die Preise der Wert-
papiere durch stochastische Prozesse. Ein stochastischer Prozess
ist eine Familie von Zufallsvariablen - hier in diskreter Zeit zum
Beispiel Sy, ..., ST, mit einem festen Zeithorizont T. Wir setzten
T = {0,..., T} wodurch wir die Preisprozesse schreiben kénnen als
S = (St)ter-

Den Preisprozess des i-ten Wertpapiers bezeichnen wir mit

Si = (Si)teT‘

Das 0-te Wertpapier ist das sogenannte Bankkonto (oder numéraire),
und wir nehmen an, dass P(SY > 0) =1 fiir alle t € T.
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Die Marktfiltration

Die zur Verfiigung stehende Information wird durch eine Filtration
F = (.%;)eT beschrieben, das ist eine wachsende Folge von Sub-o-
Algebren von .Z. Im Allgemeinen schreiben wir S = (S°,S) fiir alle
d + 1 Wertpapiere und S = (S, ..., S") fiir die d Wertpapiere ohne das
Bankkonto.

Ein stochastischer Prozess X = (X;);—o,. 1 heiflt adaptiert, falls
X; Fi-messbar ist fiir alle t = 0,...,T. Ein stochastischer Prozess
X = (Xt)t=1,.,1 heilt vorhersehbar, falls X; .%;_1-messbar ist fiir alle
t=1,...,T.

Wir nehmen an, dass die Preise ohne Verzoégerung oder zusitz-
liches Rauschen allen Marktteilnehmern zur Verfiigung gestellt
werden - demnach ist jeder Preisprozess adaptiert. Fassen wir zusam-
men: Ein Finanzmarktmodell besteht aus

¢ Einem Bankkonto mit dem adaptierten, positiven Preisprozess S’
¢ und d Wertpapieren mit adaptierten, nichtnegativen Preisprozes-

sen §1,..., 5.

Handelsstrategien

Definition 1. Eine Handelsstrategie H ist ein vorhersehbarer, (d + 1)-
dimensionaler stochastischer Prozess. Sie heifdt selbstfinanzierend,
falls

Ht's_t:HH-l‘gt/ t=1,...,T—1.

Bei einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie wird beim Um-
schichten des Portfolios kein neues Geld benétigt und der gesamte



Betrag reinvestiert. Wir fiithren die Notation ASy = Sy — S_1 fiir die
Zuwichse von S ein.

Lemma 2. Fiir eine selbstfinanzierende Handelsstrategie H und t > 1 ist

Beweis. Das sieht man in zwei Schritten:
Hi-St=H;-Si+Hy1-S-1— Hi—1- 511
=H-Si+H1-S-1—H- S
(St —=Si—1) +Hiq- S

wobei wir genutzt haben, dass H selbstfinanzierend ist. Weiterhin
gilt:
H1'S_1 :H15_1+H1'S_0—H1'S_0

= H1(S1 — So) + Hi - So

und Gleichung (1) ist erfiillt. O

Beispiel 3 (Bankkonto). Oft betrachtet man das Bankkonto als
Numéraire. Dabei ist (7)1<¢<T ein vorhersehbarer Prozess, der den
Zins beschreibt. Das Bankkonto startet mit dem Wert 58 =1 und hat
an t den folgenden Wert:

t

SP =TT +rs).

s=1

Viele Resultate sind beziiglich diesem speziellen Numéraire definiert.

Wir nehmen mindestens an, dass rs > —1 furalles = 1,...,T.
Typischerweise kann man sogar noch annehmen, dass r vorhersehbar
ist und manchmal verlangt man auch nicht-negative Zinsen, also

r > 0. o

Zahlungen zu unterschiedlichen Zeitpunkten macht man ver-
gleichbar, indem man mit einer Referenz diskontiert. Wir fiihren den
diskontierten Preisprozess

Xi Si

=—, t=0,...,T, i=0,...,d
t S?

ein. Hierbei ist X? = 1furalle0 < t < T und die Referenz auf
X0 verschwindet sogar. Starten wir mit einer Handelstrategie H, so

FINANZMATHEMATIK 9
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nutzen wir die Notation H fiir den Verweis auf die letzten d Kom-
ponenten von H, verwenden also stets die Darstellung H = (H°, H).
Dies sieht man insbesondere in der Darstellung des diskontierten
Gewinnprozesses.

Definition 4. Der diskontierte Wertprozess V = VH der Handelsstra-
tegie H ist
VtZ:Ht~Xt, f:1,...,T

und Vp := Hy - Xo. Der diskontierte Gewinnprozess G = GH ist

t
Gr:=)Y Hp-AXy, t=1,...,T
k=1

mit Gy = 0.

Da Xg — X271 = 0 ist, folgt fiir alle 0 <t < T, dass
t — —
Gr =) Hp AXq.
k=1

Weiterhin ist

Satz 5. Sei H eine Handelsstrategie. Dann sind dquivalent:
(i) H ist selbstfinanzierend,
(i) H-Xy=Hypq - Xy, t=1,...,T—1,
(iii) Vi=VW+G fir0<t<T.

Beweis. H ist selbstfinanzierend,

=4 Ht'S_tZHH_l'S-t t=0,...,T—1,
-~ St~ S

Hi — = Ht+1??,

: t=0,...,T—1,
S¢

und somit ist (i) &quivalent zu (ii). AuSerdem gilt fiir alle t =
0,...,T—1,dass

Hy- Xy = Hppr - X
& Hipp-Xey1 — Hr - Xy = Hepr - (X1 — Xi) = Hep1 (X1 — Xi).
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Dies ist nun dquivalent zu
t
Vi—Vo=)Y Ho(Xs—Xs1), t=1,...,T
s=1

und die Behauptung folgt. O

Bemerkung 6 (Selbstfinanzierende Handelsstrategie). Startet man
mit dem Betrag 1 und einer d-dimensionalen Handelsstrategie H,
so kann man eindeutig eine selbstfinanzierende Handelsstrategie H
bestimmen: Dies geschieht durch die die Wahl von

H?+l — HY = —(Hp1 — Hy) - Xe

und H) = Vp — H;j - X. Sprechen wir im Folgenden von einer
selbstfinanzierenden Handelsstrategie H, so meinen wir genau diese
eindeutige Erweiterung H.

Arbitrage

Wir kommen zu dem wichtigen Konzept einer Arbitrage. Das ist im
Prinzip eine Moglichkeit, ohne Risiko Gewinne zu erwirtschaften.
Nattirlich gibt es solche Moglichkeiten an den Finanzmaérkten, aber
es ware duflerst ungiinstig, wenn ein Modell dies erlauben wiirde:
Die Marktteilnehmer konnten das ausnutzen um auf unsere Kosten
risikolose Gewinne zu erzielen! Wir beginnen mit einer prézisen
Definition.

Definition 7. Eine Arbitrage ist eine selbstfinanzierende Handelsstra-
tegie H, so dass fiir den zugehorigen (diskontierten) Wertprozess
V gilt, dass
(i) V<0,
(i) Vr =2 0und
(iii) P(Vr >0) > 0.

Ein Finanzmarkt, in dem keine Arbitragemoglichkeiten existierten,
heifst arbitragefrei.

Fiir arbitragefrei nimmt man gerne auch die englische Abkiirzung
NA - no arbitrage. Die Definition ist unter den getroffenen Annah-
men dazu dquivalent, dass der undiskontierte Wertprozess die obigen
Bedingungen erfiillt (Wieso?).

11
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Satz 8. Ein Finanzmarkt ist arbitragefrei genau dann, wenn jeder
Ein-Perioden-Finanzmarkt (S¢, Sp41), t = 0,..., T — 1 arbitragefrei ist.

Beweis. Wir zeigen die Aquivalenz der Gegenaussagen: Es existiert
eine Arbitrage genau dann, wenn ein t € {1,..., T} und eine .%;-
messbare Zufallsvariable ¢ € RY existiert, s.d. & - AX; > 0 P-fast sicher
und P(¢-AXy > 0) > 0.

Wir starten mit der Hinrichtung: Sei H eine Arbitrage mit Wertpro-
zess V. Wir setzen

t:=min{s € {1,...,T}: Vs> 0und P(Vs >0) >0}

mit der Konvention min @ = co. Dann ist t < T, da H eine Arbitrage
ist. Entweder ist V;_; = 0, oder P(V;_; < 0) > 0. Im ersten Fall gilt:

Hi- (Xt =X41) =V =V =V,

also erfiillt { = H; die Voraussetzungen. Im zweiten Fall setzen wir
§:=Hilyy,  <o). Dannist ¢ .%;_j-messbar und

(Xt =Xi1) = (Vi = Vi) 1y, <oy 2 —Viealyy, <0y 2 0.

Die rechte Seite ist positiv mit positiver Wahrscheinlichkeit, also
erfiillt auch in diesem Fall das gewihlte ¢ die Voraussetzungen.

Nun betrachten wir die Riickrichtung. Sei dafiir ¢ eine .%#;-messbare
Zufallsvariable, so dass ¢ - AX; > und P(¢ - AX; > 0) > 0. Wir setzen:

¢ firs =t

0 sonst.

H, =

Dazu konstruieren wir mit V;; = 0 eine selbstfinanzierende Handels-
strategie H nach Bemerkung 6 mit

Vr=¢- (X — Xp-1),
eine Arbitrage. O

Oft gibt es Arbitrage-Strategien im Markt, und Akteure die solche
Moglichkeiten ausnutzen, bringen den Markt wieder ins Gleichge-
wicht und die Arbitrage verschwindet. Wenn allerdings ein Modell
Arbitrage zuldsst, so kann dies systematisch ausgenutzt werden
(moglicherweise - allerdings kann dies bei einem komplexen, und
unbekannten Modell auch fast unmoglich sein, so dass man auch an

Modellen mit kleiner Arbitrage interessiert ist, siehe etwa 4). 4 Beatrice Acciaio, Julio Backhoff, and
Gudmund Pammer. Quantitative
fundamental theorem of asset pricing.
2022
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Martingalmafe

Es ist interessant, dass sich das Konzept der Arbitrage mit dem
wichtigen Konzept der Martingale verbinden ldsst, allerdings unter
einem geeignet gewédhlten Mafl Q. Wir fithren hierzu eine prazise
Definition fiir Martingale ein. Q sei ein MafS auf dem MafSraum

(Q), %) und wir betrachten nach wie vor die Filtration F (die wir in
der folgenden Definition nicht besonders hervorheben, wohl aber das
Maf Q).

Definition 9. Ein stochastischer Prozess M heifst Q-Martingal, falls
(i) M ist adaptiert,
(i) Eq[|Mi]] <cofiirt=0,...,T,
(iii) Ms = Eq[M;|.%] fiir 0 <s <t < T.

Dies fiihrt uns nun zu dem Schliisselkonzept Martingalmafs. Das
ist ein Maf$ unter dem diskontierte Preisprozesse aller gehandelten
Wertpapiere Martingale sind.

Definition 10. Ein Wahrscheinlichkeitsmafl Q auf (Q), %)
heifst Martingalmaf3, falls der diskontierte Preisprozess X ein Q-
Martingal ist.

Definition 11. Das Mafs Q heif$t absolut stetig zu P (Q < P) auf Fr,
falls
P(F)=0 = Q(F)=0 VYFe%r.

Die Mafie P und Q heifSen dquivalent (P ~ Q), falls Q < P und
P < Q.

Der bertihmte Satz von Radon-Nikodym behandelt genau die
absolut stetigen MafSe. Er sagt aus, dass fiir zwei absolut stetige Mafle
stets eine Dichte existiert.

Satz 12 (Satz von Radon-Nikodym). Sei Q < P. Dann existiert eine
Zufallsvariable L > 0, s.d.

JeQ= [eLap (13)
fiir alle Zufallsvariablen ¢ > 0.
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Fiir den Beweis verweisen wir etwa auf > (dieser wurde auch in 5 Patrick Billingsley. Probability and
der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie behandelt). Wir schreiben Measure. Wiley, 5 edition, 1995
in diesem Fall kurz dQ = LdP oder fiir die Dichte L = Z—%.

Satz 14 (Bayes-Theorem). Sei Q < P mit Dichte L. Dann gilt fiir
F! C Z, dass

Ep[L|F'] - Eq[¢|#'] = Ep[L-E|F'] P—fs.

Beweis. Wir wihlen F € &
Prr.xl ! — . — . _ Qx| !
JEIL-e1#1dp = [¢-1ap= [ ¢-dQ = [ E%l|#1dQ
:/FEQ[g\y’]Ldp
- /F EQ[¢|.#"] - EP[L|#')dP.0

Der diskontierte Preis-Prozess X ist genau dann ein Q-Martingal,
falls Integrierbarkeit gilt und fiiri =1,..., N

—t —_ 2 < < < .
EQ[S?L/S} s 0Ss<e<T

Martingalmafe und LP-Raume

Die Menge der dquivalenten Martingalmafle bezeichnen wir mit
Me(F) = .. Die Menge der .7 -messbaren Zufallsvariablen X
fiir die Ep[|X|F] < oo gilt, bezeichnen wir mit .Z7(P,.%). Fir p = o0
erhalten wir die Klasse der beschrankten Zufallsvariablen und fiir
p = 0 die Klasse der .#-messbaren Abbildungen. Dariiber hinaus
bezeichen wir mit . (P, #) die Menge der positiven .7-messbaren
Abbildungen.

Zufallsvariablen unter Momentenbedingungen fithren zu den
LP-Klassen von messbaren Abbildungen, die in der Funktionalanaly-
sis eine wichtige Rolle spielen, siehe etwa 6. Wir unterschieden die ®D. Werner. Funktionalanalysis. Springer,
Abbildungen selbst (.#7-Rdume) von ihren Aquivalenzklassen (LP- 2000
Raume). Wir beginnen mit den Abbildungen. Auf dem Wahrschein-
lichkeitsraum (Q, .#, P) definieren wir den Raum der .#-messbaren
Abbildungen (also aller Zufallsvariablen) mit Werten in R? durch
29(Q,.7,P;R?). Wenn je nach Kontext einige der Argumente klar

sind, lassen wir dementsprechend diese weg und schreiben etwa” 7Fiir 1 < p < oo sind die LP-Rdume
Banachraume. Auf dem Raum L°

. . K betrachten wir die Metrik, die die
riablen mit p-ten Momenten, wo also [|Z||, < co, mit Konvergenz in Wahrscheinlichkeit

LY. Mit 2P C £° definieren wir diejenige Teilmenge von Zufallsva-

erzeugt,

1 .
E[|Z|P)» flir 0 < p <o d(X,Y) = E[|X — Y| A1].

1Z]lp = q . .
inf{c > 0: P(|Z] > ¢) =0} fiir p = oo.
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Entsprechend definieren wir fiir p € [0, c0] den Raum L7 als die
zugehorigen Aquivalenzklassen definiert durch

Z~7 & PZ=7)=1

Der Fundamentalsatz

Fiir den Fundamentalsatz starten wir mit einigen Vorbereitungen.

Satz 15. Sei F) = {@, Q}. Dann sind dquivalent:

(i) Q ist Martingalmap.
(ii) Fiir jede beschriinkte, selbstfininanzierende Handelsstrategie H ist
VH ein Q-Martingal.
(iii) Fiir jede selbstfinanzierende Handelsstrategie H mit
Eo[(VH)™] < oo ist VH ein Q- Martingal.
(iv) Fiir jede selbstfinanzierende Handelsstrategie H mit Vp = VH >
0 gilt

Beweis. i) = ii): Sei H selbstfinanzierend mit |H;| Lc furi=0,...,d,
t=0,...,T. Dann folgt, dass

t d ) )
Vil < Vol + 3 e Y (IXE + Xia),
k=1 =1
so dass V; € L1(Q) fiir t € T folgt. Weiterhin ist:

Eq[Vi|Fi1] = Eq[Vi-1 + He - (Xt — Xp-1) | Fi1]
= Vio1 4+ Hi - (Eg[Xi|Fi—1] — Xi—1) = Vi

ii) = iii): Wir beobachten, dass
EqlVi 4] = EqlEoIVil#r 1] < EqlEqlVy | Fr 1]l = EqlVy] < e

mit der Jensenschen Ungleichung und es folgt Eq[V, ] < co fiir alle
0<t<T.

EglV;"] < coimpliziert, dass Eq[V;|.%_1] = V;_1 wohldefiniert
ist, auch wenn diese Erwartungswerte co annehmen kénnen. Sei nun
a >0, H selbstfinanzierend und Hf := Hil{|p,|<q}-

EQ[Vi| Zi-111q 1<y = EQ[He - Xl p,1<ay | Fi-1]
= EQ[HH(X: — Xe—1) 1|, <a) [ Fe-1] + Vi1l {jm, <o)

= Vi1l{|n;|<a}-

15
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Mit a 1 co folgt also Eq[V;|-#;_1] = V;—1 und somit V ist unter Q ein
Martingal.

iii) = iv): Klar.

iv) = i): Zuerst zeigen wir die Integrierbarkeit von Xi. Wir be-
trachten die selbstfinanzierende Handelsstrategie H = (HY, H),
gegeben durch

H; = ]l{sgt}

und Hi =0 fir alles € T und j # i. Wir starten mit dem Anfangska-
pital Vy = X(i) und erhalten, dass

Vr=Xi>0.
Diese Handelsstrategie erfiillt also die Voraussetzung fiir (iv), so dass
Xy = Vo = Eq[Vr] = Eq[X}] = Eq[IXi[] < o, (16)

wobei die letzte Ungleichung aus oo > V = Eg[|X{|] folgt. Wir zeigen
als nachstes, dass

Eq[Xi 1F] = Eg[Xi1lf]  VF e 2.
Dazu wihlen wir
Hg = 1(50py + Lpclis—yy,

H/ = 0 fiir j # i und konstruieren mit Vy = X} eine selbstfinanzie-
rende Handelsstrategie H nach Bemerkung 6. Wir erhalten fiir den
Endwert dieser Handelsstrategie, dass

Vr = ]IFX:;71 + ]chXi >0,

so dass ebenfalls die Voraussetzungen fiir (iv) erfiillt sind. Daraus
folgt, dass
Xy = Eq[Vr] = Eg[1pX; ; + 1pcXi].

Zusammen mit Gleichung (16) erhalten wir
Eq[Xi] = Eq[1FX} 1 + 1pcXi],

also Eq[1pX!] = EQ[lFX§+1]' und die Behauptung folgt. O
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Fundamentalsatz der Wertpapierbewertung

Der folgende Satz ist der wichtigste Satz unserer Vorlesung. Wir
nennen ihn den Hauptsatz der Wertpapierbewertung (Fundamental
Theorem of Asset Pricing, FTAP). Mit .#,(FF) = .#, bezeichnen wir
die Menge der dquivalenten (equivalent) F-Martingalmafe.

Theorem 17. Ein Markt ist genau dann frei von Arbitrage, falls ein
dquivalentes Martingalmaf existiert. In diesem Fall existiert ein Q € 4,
mit beschrinkter Dichte i—%.

Wir beweisen den Hauptsatz in mehreren Schritten. Die Riickrich-
tung stellt sich als tiberraschend leicht heraus. Sie ist auch die in der
Anwendung am meisten verwendete Anwendung des Satzes.

Satz 18. Ist /4. # @, so ist der Markt frei von Arbitrage.

Beweis. Wir verwenden Satz 15 (iii) und zeigen einen Widerspruch.
Sei hierzu H eine Arbitrage mit diskontiertem Wertprozess V. Wir
wiéhlen ein Q € .#,.

Aus Vp < 0 P-fs. folgt auch Vy < 0 Q-f.s. Ebenso V1 > 0 Q-fs. Es
folgt Eq[V; ] =0 < co.

Weiterhin ist P(Vy > 0) > 0, also auch Q(Vr > 0) > 0, also
Eq[Vr] > 0. Mit Satz 15 (iii) erhalten wir, dass V ein Q-Martingal ist,
also

Vo= EQ[VT] >0,

ein Widerspruch zu V < 0. O

Wir kehren zurtick zum Beweis des Hauptsatzes. Nach Satz 8
reicht es, Arbitrage in jeder Periode zu untersuchen. Wir fixieren ein
t € T mit ¢+ > 0 und definieren:

K={H AX;: He L%P, #_1,R%)}.

Dies sind alle bedingten Anspriiche, die wir zum Preis Null erreichen
konnen. Dann konnen wir No-Arbitrage auch dquivalent ausdriicken
durch

KNLY% (%, P,R) = {0}.

Da t fixiert ist, schreiben wir im Folgenden kurz Lg_ (%1, P,R) = Lg_.
Fiir zwei Mengen A und B bezeichen wir mit

A+B={a+blac A beB}

17
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die direkte Summe dieser Mengen und analog mit A — B die direkte
Differenz.

Satz 19. Seit € T fixiert. Wir betrachten den Ein-Periodenmarkt von
t — 1 nach t. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) KnLY ={0},
(i) (K—L%)NnLY = {0},
(iii) Es existiert ein dquivalentes MartingalmafS mit beschrinkter
Dichte,
(iv) Es existiert ein dquivalentes Martingalmafs.

Beweis. Wir zeigen (iv) = (i) < (ii) und (iii) = (iv), der Teil (ii) =

(iii) ist der Hauptteil des Beweises und wird im Anschluss studiert.
(iv) = (i): Sei Q € .. Wir zeigen einen Widerspruch. Dazu

sei H eine .%;_1-messbare, d-dimensionale Zufallsvariable, so dass

H-(X;—X;—1) 2 0und P(H - (X; — X;—1) > 0) > 0. Dann ist ebenso

Q(H - (Xt — X;—1)) > 0 und somit auch Eg[H - (X; — X;_1)] > 0.
Nach Satz 15 (iii) ist VH ein Q-Martingal und insbesondere Eg[H -

(Xt — X;—1)] = 0, ein Widerspruch.

(i) = (ii): Wir betrachten ein Z € (K — L9 ) N LY. Dann existiert ein
F;_1-messbares H und U € L(J)r, s.d.

Z=H (Xi—X;_1)—U>0.

Esgiltalso H- (X; — X;—1) > U > 0, und somit H - (X; — X;_1) €
KN LY. Nach (i) folgt H - (X; — X;—1) = 0, also U = 0 und somit
Z=0.

Die weiteren Aussagen (ii) = (i) und (iii) = (iv) folgen unmittel-
bar. O
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Wir zeigen nun, dass es gentigt, sich auf integrierbare Zufallsvaria-
blen X; und X;;1 zu konzentrieren.

Lemma 20. Fiir den Schritt (ii) = (iii) reicht es E[|X¢|] < oo,
E[|X;-1]] < oo zu betrachten.

Beweis. Wir konstruieren zunéchst P ~ P, so dass die Erwartungswer-
te existieren. Sei dazu ¢ > 0 und

Z = ¢ <c
COTH X X

eine positive Dichte und dP = ZdP. Offensichtlich ist E[|X;|] < oo
und E[|X;_1|] < oo. Die Bedingung (ii) hangt nur von den Null-
mengen von P ab, also gilt (i) genau dann, wenn es fiir P gilt. Ist
Q* € M, so ist

dQ* _dQ*.dﬁ_dQ*'Z
P 4p dP  4p

Die Dichte von Q* beztiglich P ist demnach genau dann beschrénkt,

wenn sie es beziiglich P ist. O

Im Folgenden konnen wir also ohne Beschrankung der Allgemein-
heit von E[|X;|] < co und E[|X;_1|] < oo ausgehen.

Wir werden Erwartungswerte fiir eine Klasse von Zufallsvariablen
betrachten, z.B. bedingte Erwartungen. Wir definieren den konvexen
Kegel

C=(K-L%)nL.

Lemma 21. Seic > 0und Z € L*(P, %), so dass
E[ZW]|<c  fiiralle W € C. (22)

Dann gilt:

(i) E[ZW] < 0 fiiralle W € C,
(i) Z >0 Ps,
(iii) Ist P(Z > 0) > 0, so ist durch
dQ
— =7
dp
ein Martingalmaf$ (und Q < P) definiert.

Beweis. (i) C ist ein Kegel, denn mit W € C und « € R folgt aW € C.
Dann ist
E[aZW] = a - E[ZW] < ac.

19
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Wir erhalten, dass diese Gleichung bereits fiir c = 0 gelten muss.
(ii) Wir wihlen W = —17 o). Dann ist
E[Z_]=E[ZW] K0,

also Z_ = 0 und somit Z > 0 P-fs.

(iii) Wir wihlen H in L®(P, ﬁt_l,le), & € Rundsetzen Y =
(Xt — X;—1) € C. Dann ist

E[ZHY] <c und E[xZHY]<c,
so dass wie oben E[ZHY] < 0 folgt. AuBerdem ist fiir alle « € R
«E[ZHY] <0,

also E[ZHY] = 0 = E[H(X; — X;_1)]. Wir erhalten EQ[1 (X! —
X! )] =0 fiir alle F € %;_1, also ist X Q-Martingal. O

Exkurs: Hahn-Banach auf lokal konvexen Raumen

Ein topologischer Vektorraum E ist ein Vektorraum mit einer Topologie,
so dass gilt:

(i) die Addition ist stetig,
(if) die Skalarmultiplikation ist stetig.

Wir nennen einen topologischer Vektorraum E lokal konvexen Raum,
falls seine Topologie von einer Basis aus konvexen Mengen erzeugt

wird. Fiir weitere Informationen hierzu sei auf & verwiesen. 8D. Werner. Funktionalanalysis. Springer,
2000

Theorem 23 (Hahn-Banach). Seien B und C nicht-leere Teilmengen des
lokal konvexen Raumes E und

(i) BNC =g,
(ii)) B, C konvex,
(iii) B kompakt, C abgeschlossen.

Dann gibt es ein stetiges lineares Funktional £ : E — R, so dass

sup {(x) < J%rellfgé(x).

xeC

Nach Lemma 21 reduziert sich der Beweis des Hauptsatzes auf
Konstruktion eines positiven Elements von

Z:={Ze€lL® 0<Z<1, P(Z>0)>0, E[ZW] <0VW € C}



mit dem konvexen Kegel C = (K — L% ) N L. Wir nehmen zunéchst
an, dass C abgeschlossen ist, so dass wir den Satz von Hahn-Banch
anwenden konnen.

Lemma 24. Angenommen C ist abgeschlossen in L', und C N LY = {0}.
Dann existiert fiir alle F € L1 \{0} ein Z € Z, s.d. E[FZ] > 0.

Beweis. Sei B = {F},s.d. BNC = &, C # &, beide Mengen sind
konvex, B ist kompakt und C abgeschlossen nach Voraussetzung.
Mit dem Satz von Hahn-Banach existiert ein stetiges lineares

Funktional 4, s.d.

sup ¢(W) < £(F)

wecC
Der Dualraum L! kann mit L*® identifiziert werden, s.d. Z € L®
existiert mit

((F)=E[z-F), FelL.

O.B.d.A. ||Z||c = 1. Es folgt E[ZW] < E[ZF] YW € C, so dass Z die
Voraussetzungen von Lemma 21 erfiillt. Es folgt, dass Z € Z. Mit
0 = W € C erhalten wir E[FZ] > 0. O

Der néachste Schritt ist es, ein Z* > 0 auszuwdihlen.

Lemma 25. Angenommen C ist abgeschlossen in L' und
cnLl ={o}.

Dann existiert Z* € Z mit Z* > 0 P-f.s.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass Z abzdhlbar konvex ist: Das heisst
fir alle ;. € [0,1], k € Nmit} >, ap = 1, und (Zy)ken C Z, gilt,
dass

Z:= Z aZy € Z.
k=1

Dies sieht man wie folgt: Fir W € C gilt, dass

o o
Yol ZikWI < W[ Y e = [W] € L.
k=1 k=1

Mit dominierter Konvergenz erhalten wir

E[ZW] = Y aE[ZW] <0
k=1

FINANZMATHEMATIK
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und somit ist Z € Z und Z ist in der Tat abzahlbar konvex. Setze
c:=sup{P(Z>0): Zec Z}.
Wir wihlen eine Folge (Z,,) € Z, so dass P(Z, > 0) — c. Dann ist

oy 1
k=1
nach der obigen Beobachtung. Dariiber hinaus ist {Z* > 0} =
Urz1{Zx > 0}, also

P(Z* > 0) >supP(Z, >0) =c.
keN

Wir zeigen die Behauptung mit einem Widerspruch. Dazu nehmen
wir an, dass P(Z* = 0) > 0. Dann ist F := 1;7._g, Z0und F € LY.
Nach Lemma 24 gibtes Z' € Z, s.d.

0 < E[FZ) = E[1{70—0y Z].
also P({Z' >0} N {Z* =0}) > 0. Dann ist

1
P(5(Z' +2%) >0) > P(Z" >0)
2

ein Widerspruch zur Maximalitdt von Z* und es folgt in der Tat
P(Z* > 0) = 1. O

Das folgende Lemma erlaubt uns aus einer Folge eine messbare
und konvergente Teilfolge auszuwdhlen. Es ist eine Verallgemeine-
rung des Satzes von Bolzano-Weierstraf39 auf unendlichdimensionale

Rdume, wie wir sie hier betrachten. Typischerweise reicht im Unend-

lichdimensionalen Beschranktheit nicht mehr, weswegen wir Existenz
eines endlichen Haufungspunktes fordern.

Lemma 26. Sei (H,) eine Folge von d-dim. Zufallsvariablen mit
liminf,|H,| < oco. Dann gibt es ein H € LY(R?) und eine strikt
monoton wachsende Folge (0y,) von ganzzahligen Zufallsvariablen, so
dass

Ham(w) ((U) - H(w)

fiir P-fast alle w.

Beweis. Wir konstruieren die Teilfolge punktweise, so dass wir das
Resultat auf den klassischen Bolzano-Weierstraf$ zuriickfithren
konnen. Zundchst konstruieren wir eine Teilfolge so, dass (|H, |)
gegen den kleinsten Hiaufungspunkt A := liminf,|H,| konvergiert

9 Hiertiber gibt es eine sehr schone
Wikipedia-Seite.
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(und zwar fiir fast alle w € ). Dann betrachten wir nacheinander
jede Koordinate und beschleunigen die Folgen jeweils so, dass auch
jede Koordinate konvergiert.

Sei 0y = m auf {A = co}. Auf {A < oo} definieren wir o) := 1 und

oh(w) = inf {n > % (@) ||Hn(w)|—/\(w)\<%} m=23,...

Sei H' := liminfyeo H', , i=1,...,d. Sei o] = 1 und

(w) = H'(w)] <

}

S|

ol (w) = inf{a,’;_l(w) s o N w) >0l (w) und |Hf7},41,1(w)

om := o auf {A < o} gibt die gesuchte Folge. O
Eigentlich wéaren wir schon fast am Ziel unsere Beweises ange-

langt, allerdings konnen zwei verschieden Portfolien zu dem gleichen
Endwert fithren, oder: anders formuliert, es konnte sein, dass

H(Xi—X;1) =0

gilt obwohl H # 0. Dieses Problem tiberwinden wir mit geeigneten
Orthogonalkomplementen. Fiir das folgende Lemma versehen wir L’

mit der Topologie der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit™, erzeugt * Auch hier gibt es einen Wikipedia-

: Artikel, https://de.wikipedia.
von der Halbmetrik E[|X — Y| A 1]. Org/wiki/K:nvergenLinf’

Wahrscheinlichkeit.

Lemma 27. Wir definieren:
N={HeL%0,.%_1,P;RY) : HX;—X;_1)=0 P—fs.}
Nt ={G e L%(0,.%_1,P;R?): G-H =0 fiiralle H € N}
Dann gilt

(i) N,N-<L sind abgeschlossen in L0 und gH € N, falls H € N,
g € LY%(Q, #_1,P;R), sowie gG € N* falls G € N*.
(i) NNN+t = {0}.
(iii) Jedes G € LO(Q), F;_1, P, R?) hat die eindeutige Zerlequng:

G=H+G*, HeN, Gt e Nt

Bewseis. (i) Gilt Hy N H, so gibt es eine f.s. konvergiernde
Teilfolge (Hy,, ). Dann gilt:

H,,(w) - (X¢(w) — Xi—1)(w) = H(w)(X¢(w) — Xp—1(w)) fiir P-fast alle w.
(28)
Ist (Hn) C N eine Folge von Elemente aus N mit H, — H fs.,

so folgt, dass die linke Seite von (28) gleich Null ist, also auch
der Grenzwert (die rechte Seite) und somit ist H € N.
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(if)

(iif)

Ebenso folgt aus (Gy) € N+ mit G, —f$ G, dass G € N+, so
dass N und N abgeschlossen sind.

Aus HAX = 0 folgt, dass gHAX = 0, also ist gH € N und
ebenso folgt ¢G € N*.

Angenommen G € NN N 1 dann folgt:

0=G-G=|G|< G=0 Pfs.

Fiir & € R? stellen wir & dar als & = &le + - - - + ¢%e; mit einer
Basis {ey,...,e4}. Nehmen wir zunichst an, dass ¢; = n; + el-L
mit n; € N und eiL € Nt. Dann ist:

d d
il
§=) Cni+) G
i=1 i=1
—— N —r
eN eNL

Die Zerlegung ist eindeutig, da N N N+ = {0}.

Wir zeigen noch e; = n; + eiJ-. Dazu betrachten wir den Hilber-
traum L? = L*(Q), %, P;R?) mit Skalarprodukt (X,Y) = E[XY].
Sowohl N N L? als auch N+ N L? sind abgeschlossene Unter-
raume von L2, da stochastische Konvergenz L2-Konvergenz
impliziert und wir bereits Abgeschlossenheit von N und N+
gezeigt haben. Wir definieren die orthogonalen Projektionen

m:l2 s NNL%, nat:12—5 NtnL?

und setzen n; = 7(e;), e = 7 (e;).
Nun betrachten wir § := e; — 7t(e;). Da 7(e;) die orthogonale

Projektion ist, gilt

(En)y=0 (29)

fiir alle n € N N L% Zunéchst ist ¢; € L? und ebenfalls 7t(e;),
also ist ¢ € L2. Wir zeigen, dass ¢ € N-+: Angenommen,
& ¢ Nt N L2 Dann gibtesein H € N mit P(¢- H > 0) > 0.
Setze

H:= H]l{ér,H>0 , |H|<c} e NN L2

fiir ein noch zu wihlendes c. Ist ¢ grofs genug, so gilt
0 < E[H-g]=(H,¢2),

ein Widerspruch zu (29).
O

Beispiel 30 (C ist nicht abgeschlossen). Sei Q) = [0,1], .#; = Borel-o-
Algebra, Z) = {@,Q}, AX(w) = w (dies ist offensichtlich ein Markt
mit Arbitrage).
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Zunichst ist C eine echte Teilmenge von L:Ist F > 1, so ist F nicht
aus C!
Wir betrachten

Fy= (F"Nn)ly )y —F firFell
1
und somit gilt F;, L—> F. Weiterhin ist F, € C, da

n well/n1],

Ft An)l <
( MamiS Y0 e [0,1,n).

und somit (F* An)lpy ;) < n-nAX = n?AX.AX > 1/n <
nAX >1aufw >1/n,also (F* An)lpy g = U+ n?AX mitn > 0.

Das folgende Lemma zeigt, dass die im obigen Beispiel nicht
erfiillte Voraussetzung K N LY = {0} bereits reicht, um Abgeschlossen-
heit zu erreichen.

Lemma 31. Gilt KN LY = {0}, so ist K — LY. abgeschlossen in L°.

Beweis. Sei W, € K — Lg, so dass W,, — W in L? (also in Wahrschein-
lichkeit). Durch Ubergang zu einer Teilfolge kénnen wir 0.B.d.A.
annehmen, dass W, — W f.s. Es gilt

W, = H, - AX — U, =2 HHAX+HLAX U, = HFAX — U, =: HyAX — Uy,

da H,AX = 0.

Zunichst nehmen wir an, dass liminf |H,| < oo P-f.s. Nach
Lemma 26 gilt, dass H,, — H P-f.s. fiir eine monoton wachsende
Folge (0y,). Ebenso ist:

0< Uy, = Hy, AX —W,, - HAX—W=:U P —fs.

mit U >0, also W € K— L9
Wir zeigen noch, dass lim inf|H,| < oo P-f.s. Definiere die normier-
te Handelsstrategie ¢, = T H | und setze A = {w € O : liminf|H,| =

co}. Lemma 26 angewendet auf §, = ‘ ‘ liefert eine Teilfolge (1), so
dass ¢z, — ¢ P-f.s.. Nun gilt:
Uy, H: )
0< =1 = AX — — 146AX P —fs.
4 Th, ] A<|Hr,l| ) 7

(Zi—1) und die Annahme KN LY =
{0} 1mphzlert 14¢AX = 0.

Wir mochten schliefSen, dass hieraus 1 4¢ = 0 folgt und verwenden,
wie bereits bemerkt, hierfiir die Technik des Orthogonalkomplements.

25
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Damit zeigen wir, dass 14¢ € N+, so dass ¢ = 0 und damit P(A) =0
folgt. (wegen [&| = 1).
Hierzu gehen wir wie folgt vor: Fiir # € N gilt, dass

d 1
Eo =Y 1y o Hg-n =0,

da Hy € N+ und somit Hy - 7 = 0. Wir erhalten ¢, € N+. Da N+
abgeschlossen ist, folgt ¢ € N-*. O
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Beispiele

In diesem Kapitel werden einige wichtige Beispiele eingefiihrt, die
die vorherigen Techniken illustrieren und zentral in der Anwendung
sind.

Das Cox-Ross-Rubinstein Modell

Dieses wichtige Beispiel ist ein Binomialmodell mit mehreren Zeipe-
rioden. Es ist tiberraschend, dass sich die zentralen Fragestellungen
in der Finanzmathematik bereits an Bi- und Trinomialmodellen sehr
gut illustrieren lassen. Ebenso kann tiber Verteilungskonvergenz etwa
das Black-Scholes Modell als Grenzwert erreicht werden, und sich
so auch gewisse Formeln erreichen. Man sollte allerdings auch im
Hinterkopf haben, dass gewissen Regeln wie Freiheit von Arbitra-
ge, Existenz von Hedging-Strategien, faire Bewertungsregeln, etc.
nicht unbedingt unter Konvergenz erhalten bleiben. Das wird im
Folgenden nicht weiter diskutiert.

Wir nehmen an, dass das Bankkonto der Gleichung

S)=@1+rt, t=o0,...,T

geniigt mit der Bedingung r > —1. Somit ist S’ deterministisch, als
nicht zufallig.

Dariiber hinaus sei d = 1, und wir schreiben kurz S! = S. Fiir den
Aktienkurs S gelte, dass

t
StZSOH@', t=1,...,T.
i=1

Hierbei sind &, ..., ¢t Zufallsvariablen mit §; € {1+ u, 1+ d} wobei
wir —1 < d < u fordern. Wir nehmen an, dass P(; =1+ u) € (0,1)
furi=1,...,T. Die zugehorige Filtration definieren wir durch

ﬁtZU’(Sl,...,St), tZO,...,T.

Satz 32. Das CRR-Modell erfiillt (NA) genau dann, wenn d < r < u.
Unter Q sind (&) iid. mit Q(& =1+u) = =4 fiirt =1,...,T.

Beweis. Wir berechnen das duquivalente Martingalmaf. Es wird sich
herausstellen, dass es hochstens eines gibt. Die Martingal-Bedingung
bedeutet, dass

27
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Nun kann man die multiplikative Struktur hervorragend ausnutzen
und sieht, dass dies dquivalent ist zu

Da ¢; jeweils nur zwei Werte annehmen kann, erhalten wir die folgen-
de hinreichende und notwendige Bedingung fiir NA:

QG = H”"%*)lli: +Q(G = 1+d|32t71)1i‘: _1
& Q& = 1+u!<%71)llj:l +(1-Q( = 1+”|ft71))1i{: _1
. o =t (F - 1) -1 15
- Qr=1+ulF )= ;:‘ZI

Wir lesen zunéchst ab, dass Q(&; = 1+ u|.%;_1)(w) deterministisch ist,
also nicht von w abhdangen kann. Obwohl dies unter P der Fall sein
kann, sind damit unter Q die (&;) unabhédngig und dariiber hinaus
identisch verteilt. Auerdem muss, um Aquivalenz zu erreichen

r—d

i (0,1)
gelten, also d < r < u. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, kann es kein
dquivalentes MartingalmafS geben, also gibt es Arbitrage. O
Das Bachelier Modell

In der Dissertation “Théorie de la Speculation” stellte Louis Bachelier
bereits 1900 ein Modell fiir Aktienkurse vor. Es orientiert sich an der
Brownschen Bewegung (und lédsst negative Werte fiir den Aktienkurs
zu). S° modellieren wir wie im vorigen Kapitel, aber dieses Mal ist

St = S0+ ut+ocWs, t=0,...,T

wobei W eine (diskrete) Brownsche Bewegung ist, das heisst

t
Wi = Z Gis
i=1

mit (§;) i.i.d. und standardnormalverteilt. Ist dieses Modell frei von
Arbitrage ?
Das (diskrete) Black-Scholes Modell

Die bahnbrechene Arbeit Black & Scholes (1973) verwendet statt der
Brownschen Bewegung eine geometrische Brownsche Bewegung.
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Diese hat eine dhnliche multiplikative Struktur wie das CRR Modell,
und garantiert positive Aktienkurse.
Wir nehmen an, dass

mit
i = g+ 0AW; = i+ 0¢,

wobei eben AW; = W; — W;_1 = ¢; ist und W die obige disrekte
Brownsche Bewegung. Ist dieses Modell frei von Arbitrage ? Konstru-
ieren Sie ein Martingalmaf3 !

Wenn man den Erwartungswert von S; ausrechnet, erhalt man
exp(jit +1/20T). Aus diesem Grund verwendet man oft die Parame-
trisierung

o2t
St = Spexp (yt — + tTWt), (33)
was wir im Folgenden als das (diskrete) Black-Scholes Modell bezeich-
nen werden.

Im diskreten Black-Scholes Modell gibt es viele dquivalente Mar-
tingalemafle, ganz im Gegensatz zum kontinuierlichen Black-Scholes
Modell. Unter diesen muss man sich fiir das Pricing ein Maf3 aussu-
chen und wir wihlen das Mafs so, dass W; auch unter Q normalver-
teilt ist, und zwar mit gleicher Varianz.

Dies ist motiviiert dadurch, dass man die Varianz sehr gut schit-
zen kann, und somit hier weniger Unsicherheit besteht.

Lemma 34. Ist ¢ ~ 4(0,1) unter P und ist dQ = LdP gegeben durch die
Dichte

L=a- et

mit

so ist & ~ N (u,0?) unter Q.

Beweis. Wir berechnen die Laplace-Transformierte von ¢ unter Q.
Zunichst ist die Laplace-Transformierte einer .4 (y, 0% )-Verteilung
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gegeben durch
1 =)
Egle?] = e 207 dx
2702
_ﬁ 1 _ x2—2xy—2u,\'(72
= 202 =e 202 dx
V2o
7£ _ x2—2xll+a2—a2
= e 202 202 dx

1
— ¢
/ V27?2

i 1 _a?
—=e 272 / e 22 dx
V27mo?
_ ]42 7}1272;114(727112474 w2q2
=e 202 = eyu+ 2 (35)

mit a = p + uo?. Nun berechnen wir die Dichte und machen den
Ansatz L = o - ePET7E

2
Eq[e"¢] = Ep[Le"] = e*Ep[e"¢TFe+1¢7)

2

1 2
erx/ X +px+yx —%dx

1 _ @2
/ T T dx
12
2

ﬁ

V2mo?
2 J—

durch die Wahl von
V2mo? _ _ %
= e 20~ —= ge 2o
V21T
_ 2 _
:B =e 202 — e o2
_1_ 1
2 207
und die Behauptung folgt. O

Satz 36. Nehmen wir an, dass S° = e"". Dann ist das diskrete Black-Scholes
Modell ist frei von Arbitrage, und es gibt ein dquivalentes Martingalmaf3, so

dass
2
ot
St = Spexp (rt - + (TWt),

wobei W = 2;21 Gs mit 1, G, . .. iid und standardnormalverteilt unter Q.

Beweis. Wie im vorigen Lemma wéhlen wir einen geeigneten Maf3-
wechsel. Wir starten direkt in der Parametrisierung von Gleichung
(33). Dabei ist W' (also W unter P) gegeben durch

t
W =Y
s=1
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mit (75) iid und standardnormalvereilt unter P. Aus Gleichung (33)
erhalten wir

St Uzt P
In2t=pur— 20
- — M s 2
s=1

Als Mafiwechsel suchen wir also die Transformation von 7 mit Erwar-
tungswert 0 nach Erwartungswert r—#/c. Dies gelingt nun direkt mit

Lemma 34.
Wir tiberpriifen noch, Q auch ein Martingalmaf$ ist. Dazu betrach-
ten wir
St o2t
X = 0= Sp exp (— 7+‘7WtQ)/

t
fur t > 0. X ist ein Martingal, da

tfzf
Eq[Xt|-#i-1] = Xi—1Eqg {fngt]

mit der Hilfe von Gleichung (35). O

Konvergenz gegen das Black-Scholes Modell

Wir betrachten die Zeitpunkte 0, %, ey % und ein Numéraire fiir
welches
lim (147,)" =T (37)
gelte. Dies ist dquivalent dazu, dass nr, — rT. Wir betten das
Modell in das obige Gitter ein durch
k
St =So[ [+ (38)
n i:1
mit unabhédngigen Zufallsvariablen ¢f, 7%, ... Dazu nehmen wir
lediglich an, dass
—1 < a, << B (39)
mit lim a, = lim B, = 0 und, um NA zu erhalten, dass
E[}] = 1n. (40)

Auflerdem gelte

2. 1¢ n 2 0o
o = Ti:ZlVar((f[) — 0” € (0,00). (41)
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Fiir den Beweis verwenden wir folgende Version des zentralen
Grenzwertsatzes.

Theorem 42 (Zentraler Grenzwertsatz). Seien Y{',..., Y} Zufallsvaria-
blen auf (Qn, Fy, Py), so dass Y7, ..., Y} unabhingig sind und (jeweils
fiir n — o0)
(@) g EnlY{] = 1y
(i) Yp_q VarlY]'] — o2,
(iii) Es gibt eine Nullfolge (7v») — 0, so dass P, (|Y}'| < vn) = 1 fiir
allen > 1.

Dann folgt, dass

n
Y vt L o (n,0?).
k=1

Aus dem zentralen Grenzwertsatz erhalten wir dass die Loga-
rithmen des Aktienkurses gegen eine Brownsche Bewegung kon-
vergieren, der Aktienkurs als gegen eine geometrische Brownsche
Bewegung.

Satz 43. Unter (37) - (41) gilt

0.2

Z
no_< —
T So exp ((r

)T+0VTe), (44)

wobei ¢ ~ A (0,1).

Beweis. Wir bezeichnen Z" := log([T{_;(1+})). Aus der Taylorent-
wicklung erhalten wir, dass

log(14+x) =x— %xz + x%0(x),

wobei p(x) “2%0. Aus Annahme (39) erhalten wir, dass™*
n

2= (6 - 3@2) + o

k=1

mit [Ay| < 8(an, Bn) (Tf_1(EF)?); hierbei ist 6(a, B) eine Funktion so
dass d(a, B) — 0 falls &, § — 0. Nun gilt

E[|Au]] < 6(an, Bn) (]:Z;Var(gl’j) +é(ﬂ€@)2> o

——— =I'n
—02T

" Es gilt also, die Konvergenz von Z"
zu untersuchen.
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Dieser Ausdruck konvergiert also in L!, also auch in Verteilung
gegen Null. Wir kénnen uns also auf die Betrachtung von Y" :=
Yiq(&r — 1(&1)?) konzentrieren.

Wir verifizieren die Annahmen fiir den zentralen Grenzwertsatz:
Dann ist

n

EIY"] = ) (1 — 5 (Var(&f) + (ra)?))

k=1
= nry, — E i Var (&) +nr3 "=° T — ! 2T
=t ¢ ! 2

n

VarlY"] = ) (Var(&f) + § Var ((&)) +2+ (~ 5) - Cov (&, (&)?))

k=1
— O'ZT,

da fiir jedes p > 2

Y E[E)) <402 Y Bl

=1 k=1

.

gilt wegen [C}| < v, = max(|ay|,|Bx|) (und nattrlich v, — 0).
Weiterhin ist: 1 1
& - 2@ <t 22

und die Behauptung folgt aus Theorem 3. O

Europiiische Optionen

Im Folgenden beschiftigen wir uns mit européischen Optionen
(Call- und Put-Optionen). Da wir hier von einem verallgemeinerten
Begriff einer Option ausgehen, nennt man diese manchmal auch
(Europdische) bedingte Anspriiche.

Definition 45. Eine nicht-negative .#T-messbare Zufallsvariable
C heif3t europiische Option. Sie heifst Derivat, falls sie messbar ist
beziiglich ¢(Si, 0 <i<d, 0<t<T).

Beispiel 46 (Europdischer Call und Put). Die klassischen Beispiele
sind der Européische Call, das Recht eine Aktie S¥ an T fiir den Preis
K zu kaufen. Sie hat an T den Wert

(sk —K)*.

Das Verkaufsrecht heist Europédischer Put und hat analog den Wert
(K- S§)".
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Beispiel 47 (Barrier-Optionen). Eine Barrier-Option ist eine Option,
deren Auszahlung davon abhéngt, ob der Aktienkurs eine Barriere
durchbrochen hat oder nicht:

. (ck
* Down-and-out: (S% — K)*l{mmogg Sk>BY

. (ck
* Down-and-out: (S% — K)+1{min0<i<7‘ Sk B}

5
ST

Europdischen Option C and T.

Wir setzen H := fur die diskontierte Anzahlung von der

Definition 48. Die Europaische Option C heifst replizierbar oder
erreichbar, falls eine selbstfinanzierende Handelsstrategie 0 gibt, so
dass

C ZET'ET, P —fs.
0 heift Replikationsstrategie.

Das ist dquivalent zur Replizierbarkeit in diskontierten Aus-
driicken, (H). Wir erhalten folgende Aussage.

Satz 49. Sei H erreichbar. Dann ist

(i) Eg[H] < oo, fiir alle Q € .4,
(ii)  fiir jeden Wertprozess V einer Replikationsstrategie gilt:

Man beachte, dass links und rechts sehr unterschiedliche Aus-
driicke stehen: die linke Seite hangt nicht von Q ab, die rechte Seite
hédngt nicht von der Replikationsstrategie 6 ab.

Beweis. Nach Satz 15 ist V ein Q-Martingal, also Vy < oo, und Vy =
Eq[H], somit folgt (i).
Fiir (ii) beobachte man, dass Eq[H | .%;] nicht von ¢ abhéngt, aber

Vi = E|Vr| %] = Eo[H|7]

ist. ]



Definition 50. Eine Zahl 7t heift arbitragefreier Preis von H, falls es
einen adaptierten stochastischen Prozess X¢*1 gibt mit

() xitl=rn,
() x¢tl>o0,t=0,...,T,
(i) X3! = H P-fs..

und der Markt (X1,..., X%+1) arbitragefrei ist.

Wir bezeichnen die Menge der arbitragefreien Preise mit t(H) und
setzen

Ting(H) :=inf r(H) und 7tsup(H) := sup 71(H).

Man beachte, dass 7t und somit 77(H) in Einheiten des Numéraires
formuliert wurde.

Satz 51. Es gelte (NA) und H sei eine Europiische Option. Dann ist
n(H) # @ und m(H) = {Eg[H] : Q € .#,}. Es folgt, dass

Ting(H) = QiQfA Eg[H] und msyp(H) = Su}\)/l Eg[H].
€

Beweis. (Zweiter Teil der Aussage) 7tins(pr) = infge .z, Eq[H] ist klar.

Fiir 7tsup gehen wir wie folgt vor: Ang.: Q% € .#, und E®[H| = co.

Wir zeigen, dass fiir jedes ¢ > 0ein 71 € 71(H) existiert, so dass
7T > ¢, also Mg () = © = supge 4, Eq[H|. Wir wihlen ein 7, so dass
' = E®[H An] > ¢ und setzen:

X .= E®[HAn | F].

Dann ist Q® EMM zu (X!, ..., X‘”l). Dieser Markt erfiillt also (NA).
Dann konnen wir Q® als P verwenden und erhalten durch das FTAP
ein Q ~ Q%, Q € #,, was wir so wihlen konnen, dass EQ[H] < oo.
Dann ist: 7 = Eg[H| € 71(H) und es gilt:

m = EqlH] > Eg[H An] = Eg[X4] = xi™ = E®[HAn] =7’ > c.

O

Satz 52. Sei H diskontierte Europiische Option.

(i) Ist H erreichbar, so ist m(H) = {Vo} und {Vy} ist der anfiingliche
Wert der Replikationsstrategie.

FINANZMATHEMATIK
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(ii) Ist H nicht erreichbar, so ist 7T(H) = (Tting(p), Toup () )-

Am Markt werden oft andere Einschrankungen als die NA Ein-
schrankungen verwendet, z.B. sogenannte Good-Deal Bounds oder
Statistical Arbitrages. (Wir suchen z.B. nach einer Klasse von W-
Mafien, die uns dabei helfen soll, profitabel zu handeln).

Beispiel 53 (Die Black-Scholes-Formel). Als das bekannteste Beispiel
fiir die Bewertung einer Europdischen Option ist die beriithmte
Formal von Fisher Black und Myron Scholes zur Bewertung eines
Europdischen Calls zu sehen. Ein Europdischer Call ist das Recht, die
zugrundeliegende Aktie an dem zukiinftigen Zeitpunkt T (Maturity,
Maturitédt) zu dem vorab vereinbarten Preis K (Strike) zu kaufen.

Da es sich um ein Recht handelt, ist der Wert immer grofier oder
gleich null. Wir erhalten die Auszahlung an T

(ST — K)Jr = max{ST - K,O}

Durch die risikoneutrale Bewertungsformel konnen wir einen Preis
bestimmen. Nehmen wir also an, wir befinden uns im Kontext von
(44), es gilt also unter einem dquivalenten Martingalmaf} Q, dass

0.2
r— —

Sr = Soexp ((r— 2)T +oWr),

mit Wr ~ 4(0,T). Dann ist der Preis des Européischen Calls
gegeben durch

nCall — EQ[efrT(ST _ K)Jr]

Diesen Erwartungswert konnen wir ausrechnen und erhalten

log Sf, 4+ T
Al = So@(dy) — Ke " Td(dy),  dijp=—K 2 (59)

oV'T
Zur Berechnung gehen wir wie folgt vor: Wir definieren

efrT

V2ro?T’ -

o2
=1InSy+ <7’— 2> T, 0:= (T\/T,
und erhalten

Eole"T(S7 — K)*] = a /°°

J —00

Oé/ln e exp ( =5 ) dx 14 In exp ( 2~2 dx

=:I; =:I
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Wir berechnen im folgenden das Integral [;. Durch eine quadratische
Ergéanzung stellt man den Integranden als Produkt einer Normal-
verteilungsdichte und eines variablenfreien Korrekturterms dar. Der
Integrand von I; hat die Form exp(A(x)) mit

(x — p)? —202x + x2 — 2ux + p?
M) = x- o = o 252
2
(x=+5%) + (12— (n+322)
- 262
5 2
(x = (nSo + (r+5)T))

wobei man die letzte Gleichheit durch einsetzen von y + 2 = In Sy +
(r + %Z)T und % = u+ %z = InSy + rT erhilt. Unter

1 _ 1
Beachtung von ae™ %071 = 5= ==50 folgt
2
1 S, (x = (inSo+ (r+%)T)) )
1= m /]nKexp - 22T x.  (55)
Betrachten wir Z ~ JV(ln So+ (r+ %Z)T, (TZT), dann ist %\/r;ﬂ/zﬁ ~
N (0,1) und Gleichung (55) ldsst sich schreiben als
I = $9Q(Z>1InK)
_ 50 Z—-InSy— (r+0%/2)T _ InK—InSy— (r+0%/2)T
0 oVT ovVT
7 _ _ 2
~ 50 Z—InSy— (r+0-/2)T > d;
oVT

50(1—q>(—d1)) = Se®@(dy),

wobei man die Symmetrieeigenschaft der Standardnormalverteilung
ausnutzt. Die Berechnung von Integral I, geht analog, hier kann
sogar auf die quadratische Ergédnzung verzichtet werden.
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