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Einfiihrung

Diese Vorlesung ist eine Fortfiihrung der Vorlesung Wahrscheinlich-
keitstheorie aus dem Wintersemester 17/18. Zum ersten Mal schlief3t
sie direkt an die Stochastik an, so dass das Skriptum deutlich ver-
andert wird. Das alte Skriptum kann aber als gute Ergdanzung zu
diesem genutzt werden.

Dieses Skriptum ist vorldufig ! Es enthilt offensichtlich noch viele
Fehler — also bitte mit dem entsprechenden Fingerspitzengefiihl
lesen. Fiir Riickmeldungen sind wir natiirlich duflerst dankbar und
wiirden uns liber eine Email an Frau Hattenbach, der grofien Dank
fiir die Erstellung dieses Skriptums gebiihrt, sehr freuen. Bedanken
mochte ich mich ebenfalls bei Wahid Khosrawi-Sardroudi fiir das
Durchsehen des Files und seine engagierte Untersttitzung bei der
Vorlesung.

Thorsten Schmidt






Ein kurzer Ausflug in die MafStheorie

Die Entwicklung eines prézisen Begriffs fiir Wahrscheinlichkeit
hat die Mathematiker sehr lange beschiftigt. Es war die Idee von
Andrei N. Kolmogorov (1903-1987) das Hilfsmittel , Maf§” aus der
Analysis hierfiir zu verwenden und Zugang zu der méachtigen Maf3-
Integrationstheorie von Henri L. Lebesgue (1875-1941) zu erlangen.
Aus diesem Grund sind die Begriffe Maff und Integral fiir Stochasti-
ker besonders wichtig. Im Unterschied zur Analysis, beziehungswei-
se zum Lebesgue-Maf3 auf R”, sind wir allerdings stets an endlichen
Magen (u(Q)) = 1) interessiert, aber mit einem beliebigen Q).

Motivation und Uberblick

Das klassische Beispiel einer o-Algebra ist die Borel o-Algebra Z(R).
Sie wird von abzdhlbar vielen Mengen erzeugt: etwa von den Inter-
vallen (4, b] mit rationalen Intervallgrenzen. Diese Menge ist kein
Ring, sondern lediglich ein Halbring® Wir werden also von einem
Halbring starten und hieraus eine c-Algebra und ein Maf$ konstruie-
ren (Theorem 21, der Fortsetzungssatz).

Fiir die Erzeugung der Borel o-Algebra muss man eigentlich
lediglich wissen, was offene Mengen sind, denn #(RR) wird auch
von allen offenen Mengen erzeugt. Man kan demnach allgemein auf
topologischer Rdumen arbeiten. Ein topologischer Raum?* (Q), O) ist ein
Raum Q) und einer Menge O C Z(Q)), wobei die Elemente von O als
offen bezeichnet werden, so dass

(i) 9,0€0
(ii) der endliche Schnitt von offenen Mengen ist wieder offen

(iii) die beliebige Vereinigung von offenen Mengen ist wieder offen.

Hat man z.B. einen metrischen Raum (etwa die stetigen Funktio-
nen tiiber [0, 1] versehen mit der Supremumsnorem), so induziert dies
eine Topologie tiber alle offenen Kugeln.

Abbildung 1: Andrej Nikoljewitsch
Kolmogorov - Foto by Konrad Jacobs

* Ein Halbring ist durchschnittsstabil
und jedes A\B lisst sich als endliche
Summe paarweise disjunkter Mengen
darstellen.

* +— topologischer Raum (Q), O)
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Elementare Strukturen

Sei ) eine (beliebige) Menge. Betrachten wir fiir einen Moment () =
[0, 1]. Wir ordnen jedem Intervall die Wahrscheinlichkeit P((a,b]) =
b — a zuordnen. Angenommen 3 wir wollten dieses Mafs auf alle
Teilmengen von [0, 1] ausdehnen, so dass (i) P(Q)) = 1, P ist c-additiv
fiir paarweise disjunkte Mengen, so kann man zeigen, dass keine
solche Erweiterung existiert! Es sind einfach zu viele Mengen. Emile
Borel entdeckte, dass wir dies aber auf einer kleineren Menge tun
konnen.

Definition 1. Ein .# C 2(Q) heifit o-Algebra, falls fiir alle
A, Ay, Ay, ... € F gilt, dass

(i) o7z
(i) A°e F
(i) Uyl An € F

Mit Z(Q)) bezeichnen wir die Menge aller Teilmengen von Ome-
ga. Der Schnitt von (beliebig vielen) o-Algebren ist wieder eine
o-Algebra (— Ubung), so dass man fiir ein C C () die von C
erzeugte o-Algebra definiert durch

o(C)=(){Z 2 C: Zisto-Algebra}.

Definition 2. Sei (Q), O) ein topologischer Raum. Dann heifit
A(Q) = 0(0O) die Borel-o-Algebra auf (), O).

Hat O eine abzihlbare Basis* C, so ist c(O) = ¢(C). — Ubung.
Insbesondere erzeugt C = {(—o0,x] : x € Q} die Borel-o-Algebra
A(R). Das gilt auch fiir die 2-Punkt-Kompaktifizierung

R=RU{—00,c0}.

Oft gibt es geeignete, einfache erzeugende Systeme>. Etwa Mono-
tone Klassen oder Dynkin Systeme.

Definition 3. 2 C 2(Q) heifit monotone Klasse, falls gilt:

[e)
(i) AiCACA3C--=>|JAe?

n=1
[e9)

(i) A2 A DA = (An€EZ

n=1

3 Dies fiihrt zum beriihmten Banach-
Tarski Paradoxon.

¢ Eine Menge C heifit Basis des topolo-
gischen Raumes (Q, 0), falls sich jede
offene Menge als Vereinigung beliebig
vieler Mengen aus C schreiben lasst.

5In der englischen Literatur heif3t ein
durchschnittsstabiles System 77-System;
ein Dynkin-System A-System (siehe
etwa Billingsley.
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Kann man in einer monotonen Klasse Komplemente bilden und ist
Q) € 9, so ist sie ein Dynkin System.

Definition 4. 2 C 2(Q) heifst Dynkin-System, falls fiir alle
A1,Ar,A3,...€9D gﬂt:

i Qez
(ii) AlgA2:>A2\A1€.@
(iii) AfCACA3C---=>|JAnce?

n=1

Nattirlich ist jede o-Algebra ein Dynkin-System. Mit Dynkin-
Dynkin-System als wichtige Beweis-

Systemen lassen sich viele Aussagen tiber o-Algebren elegant be- rechnik

weisen: Man nutzt hierbei (— Ubung), dass beliebige Schnitte von
Dynkin-Systeme wieder Dynkin Systeme sind. Hiermit konnen wir

das von einer Menge C erzeugte Dynkin-System A(C) definieren®. ° Wie?

(i) Angenommen .# = ¢(C) wobei C durchschnittsstabil ist
(ii) Alle Mengen in C haben die Eigenschaft die wir nachweisen

wollen
(iii) Man betrachtet nun die Menge & aller Teilmengen von .# mit

der gewiinschten Eigenschaft.
(iv) Kann man zeigen, dass & ein Dynkin-System ist, so ist man

fertig: Nach dem nun folgenden Satz ist C C %. Das von C er-
zeugte Dynkin-System A(C) ist gleich ¢(C) = .#. Auflerdem ist
c(C)=A(C) € 2 C . und somit 7 = .Z.

Ein Mengensystem % heif3t durchschnittsstabil, fall mit A,B € €
auch ANCe%.

. . . . = Jedes durchschnittsstabile Dynkin-
Lemma 5. Ist 9 Dynkin-System und C C 9 durchschnittsstabil, so gilt System ist eine o-Algebra.

c(C) C 2.

Beweis. Wir definieren
A(C) =({# C C:.# Dynkin-System}
Da der Schnitt von Dynkin-Systemen wieder ein Dynkin-System ist,
ist A(C) C C. Der Rest des Beweises unterteilt sich in drei Schritte:
1: A(C) ist durchschnittsstabil. Seien A,B € A(C).Sind A, B € C, so
folgt auch ANB € C C A(C). Sei nun lediglich B € C und A € A(C).
Wir setzen” 7 Ein erste Anwendung der Dynkin-
D = {A CO:ANB¢c /\(C)}. Beweistechnik
Damit ist g ein Dynkin-System, denn fiir Ay, Ay, ... € Zp gilt
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i) Qe g
(i) A1NB,A2NB € A(C) mit A; C A:
iAlﬂBgAzﬂBé(Az\Al)ﬁB:(AzﬂB)\(AlﬂB)E)\(C).
(iii) ebenso A1NB C A,NB...

= (ui A,-) N B = U;j(A;N B) € A(C).

Da C C 2 folgt nun A(C) C Zg. Wir erhalten fiir A € A(C) C Z5,
dass

ANBeA(C). (Def. von Zg)
Nun setzen wir fiir A € A(C)®
94 ={BCQ:ANBeAC)}.

Wie vorher zeigt man, dass %4 ein Dynkin-System ist mit C C Z4
= A(C) C 9y, also fiir A,B € A(C) gerade

ANBeA(C). Das war 1)

2: A(C) ist o-Algebra. Fiir A1, Aj,... € A(C) ist AY € A(C) und
somit

<<: Ai) = ( 1Af) € A(C) (A(c) N-stabil)

i=1 i=

und

GAn: G LnJAiE/\(C).
n=1

n=1i=1

3: Abschlieend erhalten wir ¢(C) C ¢(A(C)) = A(C) C %. O

8 Ein zweites Mal der Dynkin-Trick.
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