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Maximum Likelihood auf kleinen Datensatzen

@ Maximum Likelihood Schatzer ist nur asymptotisch unverzerrt.
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Maximum Likelihood auf kleinen Datensatzen

@ Maximum Likelihood Schatzer ist nur asymptotisch unverzerrt.
@ Bei kleineren Datensatzen kann es zu einem hohen Bias kommen.

o Idee: Korrigiere den Maximum Likelihood Schatzer um dessen Bias
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Logistisches Regressionsmodell

e Datensatz D, = {(x1,y1),---,(Xn, ¥n)} aus ni.i.d. Datenpunkten
(xi, yi), mit zugrundeliegender Verteilung:

exp(B{ x)

P =) = T (3

wobei x = (i,) e RP, y € {0,1}, 5 € RP.
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exp(B{ x)

P =) = T (3

wobei x = (i,) e RP, y € {0,1}, 5 € RP.

@ [3; bezeichnet wahren Parameter und ist konstant.

Jens Rahnfeld Bias Correction in Maximum Likelihood Logis SS 2021 3/41



Logistisches Regressionsmodell

e Datensatz D, = {(x1,y1),---,(Xn, ¥n)} aus ni.i.d. Datenpunkten
(xi, yi), mit zugrundeliegender Verteilung:

exp(B{ x)

P =) = T (3

wobei x = (i,) e RP, y € {0,1}, 5 € RP.
@ [3; bezeichnet wahren Parameter und ist konstant.

T
@ Wir schreiben x; fiir (1> = (1 X2 x.(p)>
Xj !

i
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@ Datensatz:

x{ 1 sz) o x{p) %1
X=|[:1=|: ER™P y=|[1:]|eR"
XI;I— 1 x,(,z) .. x,(,p) Yn
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@ Datensatz:

x{ 1 x X yi
X = = ER™P y= eR”
XI;I— 1 x,(,z) .. x,(,p) Yn

p1(B)
p(B) = :
pn(/B)

L exp(BTx)
14 exp(BTx)’
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@ Datensatz:

x{r 1 sz) x{p) %1
X = : = ER™P  y= eR"
- 1 x? x{P) Y
@ Wahrscheinlichkeiten:
exp(57 ) p)

7= +exp(BTx;)’

@ wahre Varianz:

p1(Be)(1 — pr(Be)
V =diag(vi,...,vn) =

Pn(Be)(1 = pn(Bt))
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Annahmen

We assume that the independent variables are bounded so that lim (XTVX)/n is finite and
positive definite as n — oo. Then, under certain regularity conditions, it is well known? that ( B—8)
converges in distribution to a p-dimensional multivariate normal distribution with mean vector 0
and covariance matrix (XTVX)~". Thus if the sample size is large, § is approximately unbiased and
has approximate covariance matrix given by (XTVX)~!. If the sample size is small, however, /§
might be biased.

Figure: Schaefer R., Bias Correction in Maximum Likelihood Logistic Regression, 1983

@ X wird im Paper als deterministische Matrix betrachtet.
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positive definite as n — co. Then, under certain regularity conditions, it is well known® that B-8
converges in distribution to a p-dimensional multivariate normal distribution with mean vector 0
and covariance matrix (XTVX)~". Thus if the sample size is large, § is approximately unbiased and
has approximate covariance matrix given by (XTVX)~!. If the sample size is small, however, /§
might be biased.

Figure: Schaefer R., Bias Correction in Maximum Likelihood Logistic Regression, 1983

@ X wird im Paper als deterministische Matrix betrachtet.
@ Beachte:

+
V]_ . X]. n

X'VX = (X1 X,,) : = g Vi -x,-x,-T
Vo X, i=1
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We assume that the independent variables are bounded so that lim (XTVX)/n is finite and
positive definite as n — c0. Then, under certain regularity conditions, it is well known® that (8 — B)
converges in distribution to a p-dimensional multivariate normal distribution with mean vector 0
and covariance matrix (XTVX)~". Thus if the sample size is large, § is approximately unbiased and
has approximate covariance matrix given by (XTVX)~!. If the sample size is small, however, /§
might be biased.

Figure: Schaefer R., Bias Correction in Maximum Likelihood Logistic Regression, 1983

@ X wird im Paper als deterministische Matrix betrachtet.

@ Beachte:
+
V]_ . X]. n
X'VX = (X1 X,,) : = g Vi -x,-x,-T
Vn -x,—,r i=1

o Als Zufallsvariable betrachtet, fordern wir, dass E[v - xx ] endlich,
positiv definit und X T VX fast sicher invertierbar definit ist. Weiter
fordern wir ||x|| < C fast sicher fiir ein C < co.
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Maximum Likelihood Estimation

@ Maximiere Log-Likelihood:

I(8) = yi-BTx — log(1 + exp(8" i)

i=1
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Maximum Likelihood Estimation

@ Maximiere Log-Likelihood:
= Zy; BT x; — log(1 + exp(B " x7))
i=1
@ Maximierer BA ist Losung von
I(8)=0

wobei

Z(y, pi(8)) - xi = X (y — p(8))
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Taylorentwicklung der Score-Funktion

n

18)=> (yi — pi(B)) - xi

i=1
@ Entwickle p; im Punkt §;:

4 ew(iTx)
dB 1+ exp(8Tx)
_ exp(BTx;)(1 + exp(B7x;)) — exp(B7 x;)? T
(1+exp(B7x))> '
_ ep8Tx)
(1+exp(B7x))?
= pi(B)- (1 = pi(B))

pi(B3)

.X’.
T
. XI.
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o Entwickle p; im Punkt S;:

(B)(1 — pi(B)) = vi(B)(L — pi(B)) - x;" — pi(B)vi(B) - X
= vi(B)(1 —2pi(B)) - X"

L
dﬁpl
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o Entwickle p; im Punkt 5;:
ddﬁpi(ﬂ)(l —pi(B)) = vi(B)(1 — pi(B)) - ' — pi(B)Vi(B) - ;"
= vi(B)(1 —2pi(B)) - ;'

s Bi(B) = jﬁp,-(ﬂ)(l — pi(B)) - x

= vi(B)(1 - 2pi(B)) - xix;
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pi(B) = vi(B)(1 — 2pi(B)) - xix;”

I(ﬁ) = Z(}/i —Pi(ﬁt) - ﬁi(ﬂt)(ﬁ—ﬁt) - % : (B_Bt)Tﬁi(Bt)(ﬁ_ﬁt)) *Xi

i=1

—o(18 — Bel*)xi
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pi(8) = vi(B)(1 — 2pi(B)) - xix;"
I(ﬁ) = Z(YI—Pi(ﬁt)_lji(ﬁt)(ﬁ_ﬁt)_%'(B_Bt)—rﬁi(ﬁt)(ﬁ_ﬁt))'xi
i=1
—o(|I8 — BellP)xi

o Wir vernachlassigen den o(||3 — f3¢]|?) Term vorerst.
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Matrixnotation

@ Terme 0. Ordnung:

n

Z(Yi —pi(Be)) - xi = XT(.Y —p(Bt))
i=1
@ Terme 1. Ordnung:

n

D Bi(Be)(B— Be)xi =D vi- x| (B = Be)xi = XTVX(B — Br)
i=1

i=1
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@ Terme 2. Ordnung:
n

B~ BTG — o)

i=1

_xT. (1 :
> < 2) (8- B:) BB — B)

wobei p; = pi(B:) = vi(1 — 2p;) - xix;| € RP*P

(8 = Be) " B1(B — Be)
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@ Insgesamt erhalten wir:

n

108) = (i pie)— Ai(Be)(5—5e) — 5 (5 —3e) Ai(Be)(5—5e))

i=1

| (=B BB~ Br)
=XT y_p(Bt)_VX(/B_Bt)_E' :

(8- Be) bolB — Be)
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Logistische Re [ Variable Modell

(Alternatively, one could use iterative weighted least squares on the model
y=m+¢

where 7 is the (n x 1) vector of the ; and ¢ is an (n x 1) vector of independent Bernoulli random
errors, &, with E(¢) = 0 and Var(e) = V = diag {v;} = diag {m;(1 —=;}} to arrive at the same
estimate.®)

Figure: Schaefer R., Bias Correction in Maximum Likelihood Logistic Regression, 1983

@ Relevant ist, dass y — p(/3:) durch € ersetzt werden kann.

SS 2021 14 /41
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Logistische Regression als Latent Variable Modell

(Alternatively, one could use iterative weighted least squares on the model
y=m+¢

where 7 is the (n x 1) vector of the ; and ¢ is an (n x 1) vector of independent Bernoulli random
errors, &, with E(¢) = 0 and Var(e) = V = diag {v;} = diag {m;(1 —=;}} to arrive at the same
estimate.®)

Figure: Schaefer R., Bias Correction in Maximum Likelihood Logistic Regression, 1983

@ Relevant ist, dass y — p(/3:) durch € ersetzt werden kann.
o Bemerkung:

Elyi] = E[E[1yy,=1y | xi]] = E[P(yi = 1 [ x;)] = E[pi(B¢)]

El(yi — pi(B:))?] = E[(1 = pi(Be))* - Liyiz1y + Pi(Be)? - 1iy—0y]
= E[(1 = pi(Be))*E[Lgy,=13 | xi] + pi(Be)* E[Lgy,=0y | xill

= E[(1 = pi(8))*pi(Be) + pi(B:)*(1 — pi(Be))]

= E[pi(Bt)(1 — pi(Bt))]
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Logistische Regression als Latent Variable Modell

(Alternatively, one could use iterative weighted least squares on the model
y=m+¢

where 7 is the (n x 1) vector of the ; and ¢ is an (n x 1) vector of independent Bernoulli random
errors, &, with E(¢) = 0 and Var(e) = V = diag {v;} = diag {m;(1 —=;}} to arrive at the same
estimate.®)

Figure: Schaefer R., Bias Correction in Maximum Likelihood Logistic Regression, 1983

@ Relevant ist, dass y — p(/3:) durch € ersetzt werden kann.
o Bemerkung:

Elyi] = E[E[1yy,=1y | xi]] = E[P(yi = 1 [ x;)] = E[pi(B¢)]

El(yi — pi(B:))?] = E[(1 = pi(Be))* - Liyiz1y + Pi(Be)? - 1iy—0y]
= E[(1 = pi(Be))*E[Lgy,=13 | xi] + pi(Be)* E[Lgy,=0y | xill

= E[(1 = pi(8))*pi(Be) + pi(B:)*(1 — pi(Be))]

= E[pi(Bt)(1 — pi(Bt))]

@ Achtung: Hier ist X wieder deterministisch!
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o Aquivalente Modellierung:

y =p(B:) +€
€1
wobei € = | : | € R” fiir, bedingt auf X unabhangige
€n
Bernoulli-Fehler, ¢; mit
Vi

Ele | X] =0, Varle | X] =V =

Vn
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y=p(Bt) te€

e Ersetze y — p(f;) durch e:

| , ((B=B)TBUB - By)
1(B)=X" | e-VX(B=5) -5 :

(8- 80) ba(B — Br)
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Bias des MLE

o Fiir den MLE J3, eingesetzt ist die Score-Funktion /() gilt:

. (B=B)TBB - By)
0=Xx" e—VX(B—Bt)—E- :

(B Be) ol — )
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Bias des MLE

o Fiir den MLE J3, eingesetzt ist die Score-Funktion /() gilt:

. . (B=B)TBB - By)
0=X"|e-VX(B-p)— 5" :
(B = Be) " BalB — Be)

o Lose nach (8 — ;) auf:

"_ T A_
. A . . (B = Be) Pl(ﬁ Bt)
X' VXB-0B)=X'e—=-X :

2 N oA
(B = Be) " Pn(B — Br)

. (B—B)"p1(B - Br)
e f-B=XTvx)? XTe—E-XT :

A

w—ﬂJGAB—m)
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. (B—Be) hi(B — Be)
B—Be=XTVX) P | XTe—= :

.
5 X

(B~ Be) BB — Be)

o Fiir B — Brist f— B = (XTVX)1XTe.
=M
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. (B = Be)"b1(B — B)

B—Be=XTVX)t | XTe— 5 X7

(B~ Be) BB — Be)

o Fiir B — Brist f— B = (XTVX)1XTe.
=M
o Wiahle (XTVX)~1X Te als initiale Lésung und substituiere 3 — 3; auf
der rechten Seite:
) e'XM ) TpM1XTe
B—BiaM | XTe—=.XT :

> :
e XM 1)Tp,M1XTe
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e' XM 1) p;M~1XTe

e'X(M )T, M~ 1XTe
€' XM p;M1XTe

=M1 xTe—E-xT
2

e"XM~1p, M 1XTe

@ Bemerkung: M~! ist symmetrisch, da M symmetrisch ist.

M(M—l)T — MT(M—I)T — Ip
=M1 = (M)
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) e" XM~ 1pM1X e
B—Br~M? XTe—E-XT
e"XM1p,M1XTe

@ Linker Summand:

E[(XTVX)1XTe] = E[E[(XTVX)'XTe | X]]
= E[(XTVX)IXT E[e | X]]
N—_——

=0
=0

Jens Rahnfeld Bias Correction in Maximum Likelihood Logis SS 2021 20 /41



) e" XM 1pM1XTe
B—Br~M! XTG—E-XT
€' XM 1p M~1XTe

@ Rechter Summand: Fiir X-messbares A gilt:

Ele"Ae | X] = E {Z Ajeiej | X
ij=1

=Y Aj- Eleiej | X]
ij—1 —
=Cov(ej,€j|X)

= ZA,',' . Var[e,- ’ X]
i=1

= tr(AVarle | X])
= tr(AV)
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) e" XM~ 1pM1XTe
B—Br~M1! XTe—i-XT
e"XM1p,M1XTe

@ Rechter Summand:
e XM 1pM1XTe tr(XMflﬁleleV)
E . ‘ X — .

eTXM~1p,M1XTe tr(XM~1p,M-1XTV)
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P = Vk(l — 2pk) . X,'X,-—r
o Betrachte zunichst tr(XM~1p,M~1X V) ohne v,(1 — 2py):
Xt M7IXT =x] (M1 ... M™1x,)

= (x,jM*1X1 kaMflx,,) € R*”

tr( XM~ 1xex] M7IXTV) = tr((x; M7 X T (x M~1XT)V)
=) (M x)? v

= x; M~1x,
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tr( XM~ xx] M7IXTV) = xT M~1x,

@ Konstanten lassen sich einfach aus der Spur herausziehen:

tr(XM_lblM_IXT V) Vl(l — 2p1) tr(XM_lxlxlTM_leV)

tr(XM~1p,M~1XTV) V(1 — 2p,) tr(XM~x,x] M~1XTV)
(1 —2p1)x M~1x

=V :
(1= 2pn)xy M~ x,
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) e" XM~ 1pM1XTe
B—Br~M1! XTe—i-XT
e"XM1p,M~1XTe

o Wir fassen zusammen:

E[B - Bt | X]

€' XM 1p,M1XTe

~ EM~1XTe| X] —% -MIXTE : | X
D — €TXM1p, M 1XTe

1 (1 2p1)x{ M1

= M1XTv :

(1 - 2pn)Xr—1rM_1Xn

e Fiir den Bias von f3 integrieren wir schlieBlich E[3 — 8 | X] aus.
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Bias Correction

@ In der Praxis: Um den hergeleiteten approximativen Bias korrigieren
nicht moglich, da ; unbekannt ist.
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Bias Correction

@ In der Praxis: Um den hergeleiteten approximativen Bias korrigieren
nicht moglich, da ; unbekannt ist.

o Stattdessen: Bestimme 3 und schitze damit V' und p.

—

1 (1—-2p1)xf M~'x
bias(3) = —3 M-1XTV :

(1 —2p,)x] M~1x,
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Bias Correction

@ In der Praxis: Um den hergeleiteten approximativen Bias korrigieren
nicht moglich, da ; unbekannt ist.

o Stattdessen: Bestimme 3 und schitze damit V' und p.

o 1 (1—-2p1)xf M~'x
bias(8) = —= - M~ IXTV :
? (1 - 2ﬁn)X;—M_1Xn

@ Bias Corrected MLE:

—

Bcorrected = B - bias(,@)
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Asymptotik der Bias Correction

o Wie verhilt sich unser (idealer) Bias Correction Term asymptotisch?

The bias is
bias () & (—1/2) (XTVX) ™' XT {trace (X (XTVX) ™' EX(XTVX) ™' X" Var (¢))}
(=12 (XTVX) !XTV {(1 = 2m)xT (XTVX) " 'x, } (6)
where {a,} represents a vector whose kth element is a,.

By writing a typical element of (6) as a sum and noting that, since we assumed lim (X" VX)/n
finite, the elements of (XTVX)~ ! are 0(1/n)°, one can show that the elements in (6) are O (1/n).
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Asymptotik der Bias Correction

o Wie verhilt sich unser (idealer) Bias Correction Term asymptotisch?

The bias is
bias () & (—1/2) (XTVX) ™' XT {trace (X (XTVX) ™' EX(XTVX) ™' X" Var (¢))}
(=12 (XTVX) !XTV {(1 = 2m)xT (XTVX) " 'x, } (6)
where {a,} represents a vector whose kth element is a,.

By writing a typical element of (6) as a sum and noting that, since we assumed lim (X" VX)/n
finite, the elements of (XTVX)~ ! are 0(1/n)°, one can show that the elements in (6) are O (1/n).

o Wir zeigen:

Proposition

n-E[B—B: | X] 5 —2E[v-xx"]LE [(1 = 2p)v - xx " E[v - xx "] "!x] € RP.
Insbesondere ist E[3 — B¢ | X] € Op(1/n).
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Stetigkeit: Matrix invertieren

Die Abbildung (A~ A~1) : GL,(R) — GL,(R) ist stetig beziiglich des
von (R™" ||-||) induzierten metrischen Raumes.

Beweis: Invertiere A € GL,(R) mithilfe der Cramerschen Regel

1
A=
det A

wobei Aj; die Streichmatrix bezeichnet, welche durch Weglassen der i-ten
Zeile und j-ten Spalte entsteht. Dass det stetig ist, siecht man z.B. anhand

der Leibnizformel:
det A = Z sgn(o H i (i)
O'ESn

((=1)* det Aj));
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Asymptotik der Bias Correction

Proposition

n-E[B—p: | X] LN —3E[v-xxT]71E [v(1—2p) - xxTE[v - xx"]"!x] € RP.
Insbesondere ist E[3 — f; | X] € Op(1/n).

Beweis: Da E[v - xx "] endlich ist, folgt mit dem starken Gesetz der GroBen

Zahlen
]_ 1 n T f.s T
;M: ;Zv,- -xix; — E[v-xx'].
i=1
Insbesondere existiert E[v - xx']~! wegen der positiven Definitheit.

Continous Mapping Theorem:

1 -1
nM~t = (I\/I) LEN Elv-xx"]7L.
n
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. (1 —2p1)x] M~1x
n-E[B—pB: | X]=—2n-MIXTV :
? (1- 2Pn)xr—1rM_1Xn

1 n
— —§nM_1 Z vi(1— 2p,-)x,-x,-Tl\/I_1x,-
i=1
_ ! nM~1 2 z”: vi(1 = 2pi)xix;" nM~1x;
5 n - i i ) XiX; i
—E[v-xxT] =

Wegen Slutsky’s Lemma reicht es also zu zeigen, dass

1 n
= E vi(1 = 2p;)xix;' nM~1x; 5E [v(l —2p) - xxE[v-xx"]"tx]|.
n

i=1
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1 n
- Z vi(l— 2p,-)x,-x,-Tnl\/l_1x,-
n i=1

n

== Z vi(l— 2p,-)x,-xiT ((nM—l — E[v- XXT]—l) + E|v - XXT]_l) X;
i=1

Da [|x|| < C < oo fast sicher, existieren alle Momente E[||x||"] fiir n € N.
Wegen der Aquivalenz der Normen, gilt fiir geeignetes d > O:

E [Hv(l —2p)xx E[v - XXT]*lx‘H <E [d Ix]13 HE[V : XXT]*lm < 0.

Nach dem schwachen Gesetz der groBen Zahlen:

1 n
= E vi(1 —2pi)xix; E[v - xx "] x; 5E {v(l —2p) - xx"E[v - xxT]_lx} .
n

i=1
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Weiter gilt fast sicher:

1 n
- E vi(1 = 2p)xix; (nM™Y — E[v - xx ] Hx;
n

i=1

1 n
<z dC3H M~ E[v- T*H
< niz; n [v-xx']
— dC Hn/\/rl —E[v- xxT]*lj

n—oo

0

Insgesamt also:

1 n
- E vi(1 — 2p,-)x,-x,-Tn/\/I_1X,- 5 E [v(l —2p) - XXTE[V . XXT]_]'X .
n

i=1
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@ Bemerkung: Falls wir wissen, dass sup,cy Hn/\/l_1H < 00, konnen wir
mit dominierter Konvergenz auch zeigen, dass

Eln-E[B - B: | X]|
LN _%E[v o7 [v(1 = 2p) o Ev 7]
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@ Bemerkung: Falls wir wissen, dass sup,cy Hn/\/l_1H < 00, konnen wir
mit dominierter Konvergenz auch zeigen, dass

Eln-E[B - B: | X]|
oo, —%E[v . XXT]_IE [V(l —2p) - XXTE[V : XXT]_IX]

@ Hierflir zeigen wir, dass fir jede Teilfolge der Erwartungswerte eine
konvergente Teilteilfolge existiert.
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@ Bemerkung: Falls wir wissen, dass sup,cy Hn/\/l_1H < 00, konnen wir
mit dominierter Konvergenz auch zeigen, dass

Eln-E[B - B: | X]|
LN _%E[v o7 [v(1 = 2p) o Ev 7]

@ Hierflir zeigen wir, dass fir jede Teilfolge der Erwartungswerte eine
konvergente Teilteilfolge existiert.

@ Verwende dazu die aquivalente Formulierung fiir stochastisch
konvergente Zufallsvariablen:

Proposition

Xo 2> X genau dann, wenn fiir jede Teilfolge (Xy,)men eine Teilteilfolge
(Xnmk)keN existiert, sodass Xnmk f_5> X
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Term 3. Ordnung

e Was passiert mit dem o (HB — Bt

2
) Term?

To
ensure accounting for all terms of O(1/n), we carried the Taylor series expansion in (3) to the third
order. The resulting additional terms were all O(1/n?), hence (6) represents the bias of § to order
o(1/n).

@ Ausrechnen...
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@ Wir berechnen fiir jedes k =1,..., n die dritte Ableitung p,:

Bi=

83
dro101 Pk

63
9,010, Pk

33
3,0,01 Pk
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SS 2021

Bias Correction in Maximum Likelihood Logis

35 /41



LT 83
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Jens Rahnfeld

d
=7
(vie(1 = 2pg)? — 2v7)
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vi(1 = 2pi)x, ' g
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=Sk

T () 0)
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50— goxTxDl)

@ Multiplizieren des Tensors p, mit den Richtungen B — B

%Sk {Xﬁd)(ﬁ - Bt)TXlej(B - Bt)}dT (B — Bt)

o Einsetzen der Initialldsung M~1X Te liefert als Term 3. Ordnung:

M1 Zn: o
i=1

Xj

.
s {4V XM Lxax] M*1XTe}d M-1XTe
_1 MixT :
6 .

.

Sn {x,(,d)eTXM_lx,,an M—lee}d M-1XTe

@ Das sieht ganz ahnlich aus, wie der Term 2. Ordnung mit
zusitzlichem Op,(1/n) Term M~1X"e.
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Experimente - Setup

e Simulationen fiir StichprobengroBen n € {25,200} und Anzahl der
Features p € {2,5}.
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Experimente - Setup

Simulationen fiir StichprobengroBen n € {25,200} und Anzahl der
Features p € {2,5}.
Auf [0, 1]P uniform verteilte xq, . . ., x,.

Wahrer Parameter §; gewahlt als Eigenvektor des kleinsten bzw.
groBten Eigenwerts von X T X.

@ Bestimme Wahrscheinlichkeiten p; und ziehe y; wie folgt:

{1 pi < u(0,1)
Yi=
0 sonst

@ Pro Konfiguration 500 Replikationen der obigen Prozedur.
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Experimente - Ergebnisse

Eigenvalue p—1 Sample Size ML Corrected ML
smallest 2 25 10.38 (12.22)  7.46 (7.94)
200 4.79 (2.37) 4.68 (2.30)

smallest 5 25 39.75 (74.36)  13.03 (9.99)
200 5.63 (2.63) 5.38 (2.48)

largest 2 25 16.73 (33.54)  8.91 (7.04)
200 4.73 (1.05) 4.63 (1.01)

largest 5 25 50.22 (66.25) 12.48 (8.10)
200 5.94 (1.53) 5.65 (1.41)

Table: Mean-Squared Error fiir den MLE und den korrigierten MLE. In Klammern jeweils dessen Standardabweichung.
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Zusammenfassung

@ Approximation des Bias durch Taylorentwicklung der Score-Funktion
bis zur zweiten Ordnung.
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Zusammenfassung

@ Approximation des Bias durch Taylorentwicklung der Score-Funktion
bis zur zweiten Ordnung.

Korrektur des MLE um den approximierten Bias.

Approximierter Bias liegt in O(1/n).
@ Bei extrem kleinen Datensatzen konnen substantielle Verbesserung
beobachtet werden.

Tradeoff: Laufzeit vs. Verbesserung.
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