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Maximum Likelihood auf kleinen Datensätzen

Maximum Likelihood Schätzer ist nur asymptotisch unverzerrt.

Bei kleineren Datensätzen kann es zu einem hohen Bias kommen.

Idee: Korrigiere den Maximum Likelihood Schätzer um dessen Bias
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Logistisches Regressionsmodell

Datensatz Dn = {(x1, y1), . . . , (xn, yn)} aus n i.i.d. Datenpunkten
(xi , yi ), mit zugrundeliegender Verteilung:

P(y = 1 | x ′) =
exp(β>t x)

1 + exp(β>t x)

wobei x =

(
1
x ′

)
∈ Rp, y ∈ {0, 1}, βt ∈ Rp.

βt bezeichnet wahren Parameter und ist konstant.

Wir schreiben xi für

(
1
xi

)
=
(

1 x
(2)
i . . . x

(p)
i

)>
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Notation

Datensatz:

XXX =

x>1
...
x>n

 =

1 x
(2)
1 . . . x

(p)
1

...

1 x
(2)
n . . . x

(p)
n

 ∈ Rn×p, yyy =

y1
...
yn

 ∈ Rn

Wahrscheinlichkeiten:

pi (β) = Pβ(yi = 1 | xi ) =
exp(β>xi )

1 + exp(β>xi )
, ppp(β) =

p1(β)
...

pn(β)


wahre Varianz:

VVV = diag(v1, . . . , vn) =

p1(βt)(1− p1(βt)
. . .

pn(βt)(1− pn(βt))


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Annahmen

Figure: Schaefer R., Bias Correction in Maximum Likelihood Logistic Regression, 1983

XXX wird im Paper als deterministische Matrix betrachtet.

Beachte:

XXX>VVVXXX =
(
x1 . . . xn

)v1 · x>1
...

vn · x>n

 =
n∑

i=1

vi · xix>i

Als Zufallsvariable betrachtet, fordern wir, dass E [v · xx>] endlich,
positiv definit und X>VX fast sicher invertierbar definit ist. Weiter
fordern wir ‖x‖ ≤ C fast sicher für ein C <∞.
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Maximum Likelihood Estimation

Maximiere Log-Likelihood:

l(β) =
n∑

i=1

yi · β>xi − log(1 + exp(β>xi ))

Maximierer β̂ ist Lösung von

l̇(β) = 000

wobei

l̇(β) =
n∑

i=1

(yi − pi (β)) · xi = XXX>(yyy − ppp(β))
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Taylorentwicklung der Score-Funktion

l̇(β) =
n∑

i=1

(yi − pi (β)) · xi

Entwickle pi im Punkt βt :

ṗi (β) =
d

dβ

exp(β>xi )

1 + exp(β>xi )

=
exp(β>xi )(1 + exp(β>xi ))− exp(β>xi )

2

(1 + exp(β>xi ))2
· x>i

=
exp(β>xi )

(1 + exp(β>xi ))2
· x>i

= pi (β) · (1− pi (β)) · x>i
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ṗi (β) = pi (β) · (1− pi (β))︸ ︷︷ ︸
=:vi (β)

·x>i

Entwickle pi im Punkt βt :

d

dβ
pi (β)(1− pi (β)) = vi (β)(1− pi (β)) · x>i − pi (β)vi (β) · x>i

= vi (β)(1− 2pi (β)) · x>i
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ṗi (β) = pi (β) · (1− pi (β))︸ ︷︷ ︸
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d

dβ
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l̇(β) =
n∑

i=1

(yi − pi (β)) · xi

Entwickle pi im Punkt βt :

ṗi (β) = vi (β) · x>i
p̈i (β) = vi (β)(1− 2pi (β)) · xix>i

l̇(β) =
n∑

i=1

(yi−pi (βt)−ṗi (βt)(β−βt)−
1

2
·(β−βt)>p̈i (βt)(β−βt))·xi

−o(‖β − βt‖2)xi

Wir vernachlässigen den o(‖β − βt‖2) Term vorerst.
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Matrixnotation

Terme 0. Ordnung:

n∑
i=1

(yi − pi (βt)) · xi = XXX>(yyy − ppp(βt))

Terme 1. Ordnung:

n∑
i=1

ṗi (βt)(β − βt)xi =
n∑

i=1

vi · x>i (β − βt)xi = XXX>VVVXXX (β − βt)
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Terme 2. Ordnung:

− 1

2

n∑
i=1

(β − βt)>p̈i (βt)(β − βt) · xi

= XXX> ·
(
−1

2

)(β − βt)>p̈pp1(β − βt)
...

(β − βt)>p̈ppn(β − βt)


wobei p̈ppi = p̈i (βt) = vi (1− 2pi ) · xix>i ∈ Rp×p
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Insgesamt erhalten wir:

l̇(β) =
n∑

i=1

(yi−pi (βt)−ṗi (βt)(β−βt)−
1

2
·(β−βt)>p̈i (βt)(β−βt))·xi

= XXX>

yyy − ppp(βt)−VVVXXX (β − βt)−
1

2
·

(β − βt)>p̈pp1(β − βt)
...

(β − βt)>p̈ppn(β − βt)



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Logistische Regression als Latent Variable Modell

Figure: Schaefer R., Bias Correction in Maximum Likelihood Logistic Regression, 1983

Relevant ist, dass yyy − ppp(βt) durch εεε ersetzt werden kann.

Bemerkung:

E [yi ] = E [E [1{yi=1} | xi ]] = E [P(yi = 1 | xi )] = E [pi (βt)]

E [(yi − pi (βt))2] = E [(1− pi (βt))2 · 1{yi=1} + pi (βt)
2 · 1{yi=0}]

= E [(1− pi (βt))2E [1{yi=1} | xi ] + pi (βt)
2E [1{yi=0} | xi ]]

= E [(1− pi (β))2pi (βt) + pi (βt)
2(1− pi (βt))]

= E [pi (βt)(1− pi (βt))]

Achtung: Hier ist XXX wieder deterministisch!
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Äquivalente Modellierung:

yyy = ppp(βt) + εεε

wobei εεε =

ε1...
εn

 ∈ Rn für, bedingt auf XXX unabhängige

Bernoulli-Fehler, εi mit

E [εεε | XXX ] = 000,Var [εεε | XXX ] = VVV =

v1
. . .

vn

 .
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yyy = ppp(βt) + εεε

Ersetze yyy − ppp(βt) durch εεε:

l̇(β) = XXX>

εεε−VVVXXX (β − βt)−
1

2
·

(β − βt)>p̈pp1(β − βt)
...

(β − βt)>p̈ppn(β − βt)



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Bias des MLE

Für den MLE β̂, eingesetzt ist die Score-Funktion l̇(·) gilt:

000 = XXX>

εεε−VVVXXX (β̂ − βt)−
1

2
·

(β̂ − βt)>p̈pp1(β̂ − βt)
...

(β̂ − βt)>p̈ppn(β̂ − βt)




Löse nach (β̂ − βt) auf:

XXX>VVVXXX (β̂ − βt) = XXX>εεε− 1

2
·XXX>

(β̂ − βt)>p̈pp1(β̂ − βt)
...

(β̂ − βt)>p̈ppn(β̂ − βt)


⇔ β̂ − βt = (XXX>VVVXXX )−1

XXX>εεε− 1

2
·XXX>

(β̂ − βt)>p̈pp1(β̂ − βt)
...

(β̂ − βt)>p̈ppn(β̂ − βt)



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β̂ − βt = (XXX>VVVXXX )−1

XXX>εεε− 1

2
·XXX>

(β̂ − βt)>p̈pp1(β̂ − βt)
...

(β̂ − βt)>p̈ppn(β̂ − βt)




Für β̂ → βt ist β̂ − βt = (XXX>VVVXXX︸ ︷︷ ︸
=:MMM

)−1XXX>εεε.

Wähle (XXX>VVVXXX )−1XXX>εεε als initiale Lösung und substituiere β̂ − βt auf
der rechten Seite:

β̂ − βt ≈MMM−1

XXX>εεε− 1

2
·XXX>

εεε
>XXX (MMM−1)>p̈pp1MMM

−1XXX>εεε
...

εεε>XXX (MMM−1)>p̈ppnMMM
−1XXX>εεε



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β̂ − βt ≈MMM−1

XXX>εεε− 1

2
·XXX>

εεε
>XXX (MMM−1)>p̈pp1MMM

−1XXX>εεε
...

εεε>XXX (MMM−1)>p̈ppnMMM
−1XXX>εεε




= MMM−1

XXX>εεε− 1

2
·XXX>

εεε
>XXXMMM−1p̈pp1MMM

−1XXX>εεε
...

εεε>XXXMMM−1p̈ppnMMM
−1XXX>εεε




Bemerkung: MMM−1 ist symmetrisch, da MMM symmetrisch ist.

MMM(MMM−1)> = MMM>(MMM−1)> = III p

⇒MMM−1 = (((MMM−1)>.
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β̂ − βt ≈MMM−1

XXX>εεε− 1

2
·XXX>

εεε
>XXXMMM−1p̈pp1MMM

−1XXX>εεε
...

εεε>XXXMMM−1p̈ppnMMM
−1XXX>εεε




Linker Summand:

E [(XXX>VVVXXX )−1XXX>εεε] = E [E [(XXX>VVVXXX )−1XXX>εεε | XXX ]]

= E [(XXX>VVVXXX )−1XXX> E [εεε | XXX ]︸ ︷︷ ︸
=000

]

= 000
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β̂ − βt ≈MMM−1

XXX>εεε− 1

2
·XXX>

εεε
>XXXMMM−1p̈pp1MMM

−1XXX>εεε
...

εεε>XXXMMM−1p̈ppnMMM
−1XXX>εεε




Rechter Summand: Für XXX -messbares AAA gilt:

E [εεε>AAAεεε | XXX ] = E

 n∑
i ,j=1

AAAijεiεj | XXX


=

n∑
i ,j=1

AAAij · E [εiεj | XXX ]︸ ︷︷ ︸
=Cov(εi ,εj |XXX )

=
n∑

i=1

AAAii · Var [εi | XXX ]

= tr(AAAVar [εεε | XXX ])

= tr(AAAVVV )
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β̂ − βt ≈MMM−1

XXX>εεε− 1

2
·XXX>

εεε
>XXXMMM−1p̈pp1MMM

−1XXX>εεε
...

εεε>XXXMMM−1p̈ppnMMM
−1XXX>εεε




Rechter Summand:

E


εεε
>XXXMMM−1p̈pp1MMM

−1XXX>εεε
...

εεε>XXXMMM−1p̈ppnMMM
−1XXX>εεε

 | XXX
 =

tr(XXXMMM−1p̈pp1MMM
−1XXX>VVV )

...
tr(XXXMMM−1p̈ppnMMM

−1XXX>VVV )


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p̈ppk = vk(1− 2pk) · xix>i
Betrachte zunächst tr(XXXMMM−1p̈ppkMMM

−1XXX>VVV ) ohne vk(1− 2pk):

x>k MMM
−1XXX> = x>k

(
MMM−1x1 . . . MMM−1xn

)
=
(
x>k MMM

−1x1 . . . x>k MMM
−1xn

)
∈ R1×n

tr(XXXMMM−1xkx
>
k MMM

−1XXX>VVV ) = tr((x>k MMM
−1XXX>)>(x>k MMM

−1XXX>)VVV )

=
n∑

i=1

(x>k MMM
−1xi )

2 · vi

=
n∑

i=1

(x>k MMM
−1xi )(x>i MMM

−1xk) · vi

= x>k MMM
−1

(
n∑

i=1

vi · xix>i

)
︸ ︷︷ ︸

=XXX>VVVXXX=MMM

MMM−1xk

= x>k MMM
−1xk
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tr(XXXMMM−1xkx
>
k MMM

−1XXX>VVV ) = x>k MMM
−1xk

Konstanten lassen sich einfach aus der Spur herausziehen:tr(XXXMMM−1p̈pp1MMM
−1XXX>VVV )

...
tr(XXXMMM−1p̈ppnMMM

−1XXX>VVV )

 =

v1(1− 2p1) tr(XXXMMM−1x1x1
>MMM−1XXX>VVV )

...
vn(1− 2pn) tr(XXXMMM−1xnx

>
n MMM

−1XXX>VVV )


= VVV

(1− 2p1)x>1 MMM
−1x1

...
(1− 2pn)x>n MMM

−1xn


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β̂ − βt ≈MMM−1

XXX>εεε− 1

2
·XXX>

εεε
>XXXMMM−1p̈pp1MMM

−1XXX>εεε
...

εεε>XXXMMM−1p̈ppnMMM
−1XXX>εεε




Wir fassen zusammen:

E [β̂ − βt | XXX ]

≈ E [MMM−1XXX>εεε | XXX ]︸ ︷︷ ︸
=0

−1

2
·MMM−1XXX>E


εεε
>XXXMMM−1p̈pp1MMM

−1XXX>εεε
...

εεε>XXXMMM−1p̈ppnMMM
−1XXX>εεε

 | XXX


= −1

2
·MMM−1XXX>VVV

(1− 2p1)x>1 MMM
−1x1

...
(1− 2pn)x>n MMM

−1xn


Für den Bias von β̂ integrieren wir schließlich E [β̂ − βt | XXX ] aus.
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Bias Correction

In der Praxis: Um den hergeleiteten approximativen Bias korrigieren
nicht möglich, da βt unbekannt ist.

Stattdessen: Bestimme β̂ und schätze damit VVV und ppp.

bias(β̂)
∧

= −1

2
·MMM−1XXX>V̂VV

(1− 2p̂1)x>1 MMM
−1x1

...
(1− 2p̂n)x>n MMM

−1xn


Bias Corrected MLE:

β̂corrected = β̂ − bias(β̂)
∧
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Asymptotik der Bias Correction

Wie verhält sich unser (idealer) Bias Correction Term asymptotisch?

Wir zeigen:

Proposition

n ·E [β̂−βt | XXX ]
P−→ −1

2E [v ·xx>]−1E
[
(1− 2p)v · xx>E [v · xx>]−1x

]
∈ Rp.

Insbesondere ist E [β̂ − βt | XXX ] ∈ Op(1/n).
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Stetigkeit: Matrix invertieren

Lemma

Die Abbildung (A 7→ A−1) : GLn(R)→ GLn(R) ist stetig bezüglich des
von (Rn×n, ‖·‖) induzierten metrischen Raumes.

Beweis: Invertiere A ∈ GLn(R) mithilfe der Cramerschen Regel

A−1 =
1

detA
((−1)i+j detAji )ij

wobei Aji die Streichmatrix bezeichnet, welche durch Weglassen der i-ten
Zeile und j-ten Spalte entsteht. Dass det stetig ist, sieht man z.B. anhand
der Leibnizformel:

detA =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏

i=1

aiσ(i).
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Asymptotik der Bias Correction

Proposition

n ·E [β̂−βt | XXX ]
P−→ −1

2E [v ·xx>]−1E
[
v(1− 2p) · xx>E [v · xx>]−1x

]
∈ Rp.

Insbesondere ist E [β̂ − βt | XXX ] ∈ Op(1/n).

Beweis: Da E [v · xx>] endlich ist, folgt mit dem starken Gesetz der Großen
Zahlen

1

n
M =

1

n

n∑
i=1

vi · xix>i
f .s.−−→ E [v · xx>].

Insbesondere existiert E [v · xx>]−1 wegen der positiven Definitheit.
Continous Mapping Theorem:

nM−1 =

(
1

n
M

)−1
f .s.−−→ E [v · xx>]−1.
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n · E [β̂ − βt | XXX ] = −1

2
n ·M−1X>V

(1− 2p1)x>1 M−1x1
...

(1− 2pn)x>n M−1xn


= −1

2
nM−1

n∑
i=1

vi (1− 2pi )xix
>
i M−1xi

= −1

2
nM−1︸ ︷︷ ︸

f .s.−−→E [v ·xx>]

·1
n

n∑
i=1

vi (1− 2pi )xix
>
i nM−1xi

Wegen Slutsky’s Lemma reicht es also zu zeigen, dass

1

n

n∑
i=1

vi (1− 2pi )xix
>
i nM−1xi

P−→ E
[
v(1− 2p) · xx>E [v · xx>]−1x

]
.
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1

n

n∑
i=1

vi (1− 2pi )xix
>
i nM−1xi

=
1

n

n∑
i=1

vi (1− 2pi )xix
>
i

(
(nM−1 − E [v · xx>]−1) + E [v · xx>]−1

)
xi

Da ‖x‖ ≤ C <∞ fast sicher, existieren alle Momente E [‖x‖n] für n ∈ N.
Wegen der Äquivalenz der Normen, gilt für geeignetes d > 0:

E
[∥∥∥v(1− 2p)xx>E [v · xx>]−1x

∥∥∥] ≤ E
[
d ‖x‖3

∥∥∥E [v · xx>]−1
∥∥∥] <∞.

Nach dem schwachen Gesetz der großen Zahlen:

1

n

n∑
i=1

vi (1− 2pi )xix
>
i E [v · xx>]−1xi

P−→ E
[
v(1− 2p) · xx>E [v · xx>]−1x

]
.
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Weiter gilt fast sicher:∥∥∥∥∥1

n

n∑
i=1

vi (1− 2pi )xix
>
i (nM−1 − E [v · xx>]−1)xi

∥∥∥∥∥
≤ 1

n

n∑
i=1

dC 3
∥∥∥nM−1 − E [v · xx>]−1

∥∥∥
= dC

∥∥∥nM−1 − E [v · xx>]−1
∥∥∥ n→∞−−−→ 0

Insgesamt also:

1

n

n∑
i=1

vi (1− 2pi )xix
>
i nM−1xi

P−→ E
[
v(1− 2p) · xx>E [v · xx>]−1x

]
.
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Bemerkung: Falls wir wissen, dass supn∈N
∥∥nM−1∥∥ <∞, können wir

mit dominierter Konvergenz auch zeigen, dass

E [n · E [β̂ − βt | XXX ]]

n→∞−−−→ −1

2
E [v · xx>]−1E

[
v(1− 2p) · xx>E [v · xx>]−1x

]

Hierfür zeigen wir, dass für jede Teilfolge der Erwartungswerte eine
konvergente Teilteilfolge existiert.

Verwende dazu die äquivalente Formulierung für stochastisch
konvergente Zufallsvariablen:

Proposition

Xn
P−→ X genau dann, wenn für jede Teilfolge (Xnm)m∈N eine Teilteilfolge

(Xnmk
)k∈N existiert, sodass Xnmk

f .s.−−→ X.
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Term 3. Ordnung

Was passiert mit dem o

(∥∥∥β̂ − βt∥∥∥2) Term?

Ausrechnen...

Jens Rahnfeld Bias Correction in Maximum Likelihood Logistic Regression (Schaefer, R. 1983)SS 2021 34 / 41



Wir berechnen für jedes k = 1, . . . , n die dritte Ableitung
...
ppp k :

...
ppp k =

∂3

∂1∂1∂1
pk . . . ∂3

∂1∂p∂1
pk

∂3

∂p∂1∂1
pk . . . ∂3

∂p∂p∂1
pk

...
...

∂3

∂1∂1∂p
pk . . . ∂3

∂1∂p∂p
pk

∂3

∂p∂1∂p
pk . . . ∂3

∂p∂p∂p
pk

...
...
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...
ppp

(i ,j)
k =

∂3

∂i∂j∂1
pk

∂3

∂i∂j∂p
pk

=
d

dβ
vk(1− 2pk)x

(i)
k x

(j)
k

= (vk(1− 2pk)2 − 2v2k )︸ ︷︷ ︸
=:sk

x>k x
(i)
k x

(j)
k
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...
ppp

(i ,j)
k = skx

>
k x

(i)
k x

(j)
k

Multiplizieren des Tensors
...
ppp k mit den Richtungen β̂ − βt :

1

6
sk

{
x
(d)
k (β̂ − βt)>xkx>k (β̂ − βt)

}>
d

(β̂ − βt)

Einsetzen der Initiallösung MMM−1XXX>εεε liefert als Term 3. Ordnung:

MMM−1
n∑

i=1

o(
∥∥∥β̂ − βt∥∥∥2)xi

=
1

6
·MMM−1XXX>


s1
{
x
(d)
1 εεε>XXXMMM−1x1x

>
1 MMM

−1XXX>εεε
}>
d
MMM−1XXX>εεε

...

sn
{
x
(d)
n εεε>XXXMMM−1xnx

>
n MMM

−1XXX>εεε
}>
d
MMM−1XXX>εεε


Das sieht ganz ähnlich aus, wie der Term 2. Ordnung mit
zusätzlichem Op(1/n) Term MMM−1XXX>εεε.
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Experimente - Setup

Simulationen für Stichprobengrößen n ∈ {25, 200} und Anzahl der
Features p ∈ {2, 5}.

Auf [0, 1]p uniform verteilte x1, . . . , xn.

Wahrer Parameter βt gewählt als Eigenvektor des kleinsten bzw.
größten Eigenwerts von XXX>XXX .

Bestimme Wahrscheinlichkeiten pi und ziehe yi wie folgt:

yi =

{
1 pi ≤ u(0, 1)

0 sonst

Pro Konfiguration 500 Replikationen der obigen Prozedur.
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Experimente - Ergebnisse

Eigenvalue p − 1 Sample Size ML Corrected ML

smallest 2 25 10.38 (12.22) 7.46 (7.94)
200 4.79 (2.37) 4.68 (2.30)

smallest 5 25 39.75 (74.36) 13.03 (9.99)
200 5.63 (2.63) 5.38 (2.48)

largest 2 25 16.73 (33.54) 8.91 (7.04)
200 4.73 (1.05) 4.63 (1.01)

largest 5 25 50.22 (66.25) 12.48 (8.10)
200 5.94 (1.53) 5.65 (1.41)

Table: Mean-Squared Error für den MLE und den korrigierten MLE. In Klammern jeweils dessen Standardabweichung.
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Zusammenfassung

Approximation des Bias durch Taylorentwicklung der Score-Funktion
bis zur zweiten Ordnung.

Korrektur des MLE um den approximierten Bias.

Approximierter Bias liegt in O(1/n).

Bei extrem kleinen Datensätzen können substantielle Verbesserung
beobachtet werden.

Tradeoff: Laufzeit vs. Verbesserung.
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