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Einfihrung

Basic:

Computing Power ist beschrankt aber die Menge der {Daten}

Pri
groB. =

Wahle (i.g.S.) optimale Stichprobe (Subsample) - mittels optimaler
. .., Pr2

Subsampling Probabilities. =

Finde mittels dieser (i.g.S.) optimaleren Schatzer.

Pri: Wang et al. (2018) unter A-optimality Criterion
Pr2: Kornacker.
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Einfiihrungg

Das Modell ist benannt durch

XT,B

€
LRM: P(y =1|x) = -
(v =1lx) = p(x,8) = - ——=5>

wobei y € {0,1}, x e R, BeK cRY kompakt.

Schatze 3 mittels ByLe = arg m[?x YN yixT B —log(1 + eXfTﬁ) | D
Daten
Problem: groBer Rechenaufwand O(¢Nd?).

¢: Anzahl der lterationen in der Optimierungsprozedur.

mWang et al. (2018): 57 = arg max > = L(yrx »T _|Og(1+ex,”ﬂ))

{}* - Subsample

7; Subsampling Probabilities
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Einfiihrungg

Subsample durch Ziehen mit Wiederholung gemaB {7;}. Verschiedene
Wabhlen von m;:

lyi = p(xi, Buie) | h(x:)

0S4
i (Bwie) = 3
7> (BmLe) SN - PO, Buie) [h(x))

Wang et al. (2018): Spezielle Wahlen: h(x) = | Myx| (71°*), h(x) = |x|

L. e . . . A
(7;°"*) minimieren trace der (transformierten) Kovarianzmatrix von 7.
Aopt . . . . . P
7, °"" minimiert den asymptotischen mittleren quadr. Fehler von /7.

Problem: BMLE nicht bestAimmt.
Jedoch 7; abhangig von Suie/S

Losung: Wir verwenden einen pilot estimator von einem pilot subsample.
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Einfihrung

Nils Kornacker

Dn = ((x1,¥1)5- -, (xn,¥w))

Pilot Subsample ((Xf07Yf0)7 ) (Xnoo’y:t?))
= Pilot Estimator BAO

2.nd. Stage Subsample ((x1',y7),---, (X3, %))
= EstimatorBA
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Einfihrung

Im Allgemeinen sind ungewichtete Schatzer im logistischen
Regressionsmodell, wenn man ein Subsample wie hier wahlt,
verzerrt. Dies und der Fakt, dass {79%(50)} N, von {yi}%,
abhangen unterstiitzt den weighted Estimator in seiner praliminaren
Wabhl. Eine bessere (dieses besser soll bald begriindet werden
vergleiche Proposition 1 und vorhergehende Bemerkungen) Wahl ist
die Folgende.
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More Efficient Estimator

Es sei ((x7',¥7), -, (X7, ¥y)) ein Subsample erhalten durch Ziehen mit
Zuriicklegen, gemaB 795(50)Y,. by sei ein pilot estimator fiir 8; mit

fBo = B¢ + op(1) - vergleiche meinen Vortrag im letztjihrigen Seminar vom
28.07.2020".

Wir definieren

n
B = argmax Y (x5 ~log(1+ €% 7)),
i=1
B\uw = Euw + BO'

Buw ist ein unverzerrter Schatzer (asymptotisch) fiir 3; und der, respektive
ein More Efficient Estimator. Siehe folgendes Theorem 1.

lhttps://www.stochastik.uni-freiburg.de/lehre/ss-2020/
seminar-mathematical-foundations-of-statistical-learning-ss-2020
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Annahme 1-3

Annahme 1: E[¢(3:)h(x)xx ] ist endlich und positiv-definit.
Annahme 2: E[|x|?h?(x)] < oo, E[||x|?h(x)] < oo.
Annahme 3: Wenn n — oo, nE[h(x)/(||x|? > n)] - 0.

&(Be) = p(x, Be)(1 = p(x, Bt))

Die Annahmen 2 und 3 sind insbesondere dann erfillt, wenn
h(x) =1 und E[||x||2] < oo oder h(x)=|x| und E[||x||4] < 00,

fs.
Wir werden zusitzlich die Annahme(n) h(x) o integrierbar treffen.
(Theorem 1,3,5, Lemma 3,4)
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Unter Annahmen 1-3, bedingt auf Dy, wenn Bo konsistent, ng,n, N — oo

\/B(ﬂl\uw - BWMLE) —>d N(Ov Eﬁt)'
Wenn n/N - 0, dann
\/E(Buw - Bt) —>d N(07 251)
BumLe = arg max S lyi—p(xi, Bo) | h(x) [yix” (B Fo) _|°g(1+eXiT(B_ﬁ0))]

-1
ein gewichteter MLE, 335 = [ ELLGMEITT ung o(5) = E[6(5)h(x)].

Wenn BO uniform aus einer Substichprobe der GréBe ny bestimmt wurde
mit ng/\/N = o(1) oder By unabhingig von Dy, dann

VN(Bumie = Bt) = N(O, Zamie),

wobei

Zumie = [E[6(Be) h(x)xxT 1] E[¢(Be) h* (x)xx T ][E[¢(Be) h(x)xx T]] 7

Beweis siehe folgende Folien.
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Beweis von Theorem 1

Lemma 1

Seien vy, ..., vy i.i.d. Vektoren mit selber Verteilung wie v, sowie gy eine
beschrankte und g» eine von N unabhangige Funktion. Wenn

gin(v) = op(1) und E[|g2(v)|] < o0, dann

N
Z;glN(Vl)gé(Vl =op(1).

Beweis im Vortrag.
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Beweis von Theorem 1

Lemma 2

Sei ;= [1;(Bo)[1i (Bt — Bo) h(xi)x;, wobei ¥:(B) = y; - p(x;,3). Unter
Annahmen 1,2 und bedingt auf den konsistenten Schatzer 5y, wenn

ng//N - 0, dann

2,
2E[¢(B:)h(x)] VN

wobei obiges gegen eine Normalverteilung mit Erwartungswertvektor 0
und Kovarianzmatrix
E[0(Be) h(x)xxT ] E[¢(Be) h* (x)xx TJE[$(Be) h(x)xx T ™ konvergiert,

fiir ng und N gegen unendlich.

\/N(QWMLE = B) = Z ni +op(1),

Beweis sieche Wang (2019).
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Beweis von Theorem 1¢

Basic Corollary (siehe [Hjort11])

Sei Ap(s) = 15" Vs+ UJ's+ C, + Ra(s) eine Folge von konvexen
Funktionen, wobei V' symmetrisch und positiv definit sei, U, = Op(1), C,
beliebig und R,(s) = op(1) fir alle s. Dann gilt fiir a,, das arg min von
A, dass a,, = 3, + op(1), wobei 3, = =V ~1U, das argmin von

%STVS + U,,Ts + C,. Wenn zusatzlich U, >4 U, dann a,, >4 -V 1U.

Ist A,(s) = %sTVns +UTs+ C, + R,(s) konvex, V,, positiv semidefinit,

symmetrisch mit V,, = V + 0op(1), V positiv definit, halt das Ergebnis mit
Vi, ebenso (Ry(s)’ = Ra(s) + 35T (V = V,))s).
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Beweis von Theorem 1

Lemma 3

Sei Ao (Be) = X0y (v = pf (Be —ﬁo))x,-*. Unter Annahmen 1,2, bedingt auf Dy
und den konsistenten Schatzer 3y, wenn ng, n und N gegen unendlich® streben

Nw(B)  VnZhimi 1
- — =4 N(0,X5,),
\/ﬁ N\UN(BO) d ( B )

wobei ‘UN(ﬂ) = N_1 Zf\il |y:' - P(Xia/B)lh(Xi)'

Beweis siehe Wang (2019).

Unter Annahmen 1-3, wenn ng, n und N gegen unendlich streben und s, = op(1)

n . N n n
% 367 (Be = Bo + sa) X717 = X2 il Bo) bi (Be — o) ||xil|* = o (1).
= i1

Beweis siehe Wang (2019).

*und ng/v/N — 0 oder By unabhingig von Dy
Nils Kornacker More efficient estimation 22.06.2021 14 /46



Beweis von Theorem 1

Buw maxAimiert )\:W(ﬂ) =YyL((B- BO)TX/* yi - log(1 + e(BiéO)TX"* )
= f(ﬂuw B¢) maximiert ’y(s) Aaw (Be +5/\/_) Aiw (Be)-
v(s) = L sT Ao (Be) - =2y ¢ (Be- Bo+ == )(sTx*) $ zwischen 0 und s.

Lemma 4 = % Sh b (Be —Bo + %)XI*XI*T _ Z,l'\il ﬂ;(Bo)Qﬁi(ﬁt —Bo)XfxiT =op(1).
Lemma 1 und das swGGZ =

N A & SN 19i(Bo)lh(x) $i (Be—Bo)xix -
Tty mi(Bo)di (B = fo)xixi” = BEREERTEE SIS < 3+ op(1).

= n’! Y07 (Be - BO + %)XI*XI*T = Eﬁtl +op(1)
Lemma 2, Lemma 3 = A%, (8:)/v/n = Op(1). Basic Corollary = Der
Maximierer \/_(ﬂuw — B¢) von 7(s) erfiillt gegeben Dy und So

V1w = Be) = S Mo (Be) + 06 (1)

NG
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Beweis von Theorem 1

7B = B) = Sy —= Mo (Be) + 06 (1)

n
Damit ist
1

V1 (Baw = Bumie) = 2, (ﬁ

Mo (Be) = ZES\/E(B\NMLE - ﬁz)) +op(1).

Lemma 2 =

N N
1 /n AW _ _ ﬁ2i=1 Ni +op(1) = \/FZ,E} i +on(1
Bt \/—(/B MLE /Bt) 2NE[¢(ﬁt)h(X)] P( ) N\UN(ﬂo) P( )
und aus Slutsky + Lemma 3 folgt die Aussage. O
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Gezeigt: ﬁAuw - BWMLE = Op|DN(n_1/2) = Op(n_1/2)
Bumie = Bt = Op(N7Y2) = By = Be = Op(n™H2 + N71/2) =
Op(n™/?) (= Buw unbedingt \/n-konsistent fiir /3;)

Der gewnchtete Schatzer 3, hat asymptotlsche Kovarianzmatrix
SV = SMVRE MR mit My = § S0 6i(Buie)xix”, Ve =

(& 2 v - P eI (& z”%)

Unter der zusitzlichen Voraussetzung E[|x|?/h(x)] < oo folgt mit Lemma
1 und dem swGGZ V5 = VO5 + 0p(1), VO = M7LVOSML, mit

E[6(B:)xxT] und VOS = 40 (3,)E %] Insbesondere ist

gegeben Dy die Verteilung von B, um BuLe zentriert und es kann unter
Annahme 1 und 2 gezeigt werden

VN(Buie — Br) —a N(O, M71).
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Damit sind fir die Effizienzbestimmung von BW als Schéatzer fir [; beide
Matrizen n"1V°3 und N"*M~! von Bedeutung (im Falle von Buw genauso
n1Xs und N1 X,mLe). Da im Allgemeinen aber n << N ist die
Qualitatsbemessung hinsichtlich Effizienz vor allem von n™2V©5 (und
n‘lZ]ﬂr) abhangig. Damit ist fiir den Vergleich von ﬂAUW und ﬁAW die
Relation X3, zu VOS wesentlich. Dazu folgende Proposition

Proposition 1
Wenn M, VcOS und X3, endliche und positiv definite Matrizen sind, dann
gilt

Eﬂt < VoS

in der Loewner-Ordnung [A und B positiv semidefinit: A>B < A- B ist
positiv semidefinit]. Fir h(x) =1 gilt Gleichheit.

4

Beweis siche Wang (2019). Dieser verwendet das starke Gesetz der groBen
Zahlen und eine Eigenschaft von Projektionsmatrizen.
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Damit folgt, dass Buw fiir n/N - 0 ein effizienterer Schatzer (MEE) fiir 3,
als 3,, ist. Starker kann man dies fiir n/N — p mit 0 < p < 1 hinreichend
klein zeigen.

(Bedingt auf Dy)

I o) <abllig o) e
S w i ¢ Theorem 1
VN(Bume - Be) ~a N(0, Zumie)-

\/_(ﬂw Buie) =4 N(0, p~1VO9)
VN(Buie - Bt) =4 N(0O, M71)

(ZwmLe = M7t wenn X5, = VO9)

Ist demnach p hinreichend klein, so sind die dominierenden Matrizen

p_IE,Bt < p—l VOS.
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Poisson subsampling

ﬁAuw; Ziehen mit Zurlcklegen.

BP; Zufillige StichprobengroBe (aber kein Zuriicklegen).

Vorteil: Gewichtsanpassung in der Maximierungsfunktion, weniger
Arbeitspeicher, 'one pass through the data’

Sei Wy pilot estimator von E[[1(5¢)|h(x)]
N

= Allim N2> lyi = p(xi; Be)lh(x;)
e i=1

~~

Nenner von 7rl.os

Prinzip: Berechne 7” = |y; — p(x;, Bo)|h(x;)/(NWy), generiere u; ~ U(0,1)
und inkludiere (x;,y;,n¥) in das Subsample, wenn u; < n7?. Nun berechne

n*
gp = arg mﬁax Z()(BTxi*yi* " Iog(l i eBTxi ))
i=1

und setze Bp = 5,, + Bo-
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Es gelten Annahmen 1 und 2 und j sei konsistenter Schatzer. Dann ist
bedingt auf Dy fiir ng, n und N - oo mit n/N - 0*

V(B = Be) »a N(0, J5,).
Ist n/N - p e (0,1), so gilt
Vn(Bp = Bumie) »a N(0, £5,A, 55,)
mit A, = E[[1(Be)|h(x) (W (Be) = pltr(Be)|h(x))+xx T ]/ (4W2(Be)).

Beweis siehe folgende Folien.

*und ng/v/N — 0 oder By unabhingig von Dy
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Beweis von Theorem 2

Lemma 5

Sei \p(B:) = XN, 6?0(n7rf’(30) v 1)(yi = p(xi, Bt = Bo))xi. Unter Annahmen 1
und 2, bedingt auf Dy sowie die konsistenten Schéatzer Bo und W, gilt, wenn
n/N — 0, dass®

)-‘P(ﬁt) \/_Zl 177' -1
\/ﬁ N o N(0>25z)7

wobei hier 6,.30 = I(u; < nP(Bo)). Konvergiert n/N gegen p e (0,1), dann

. N
Ai(/ﬂﬁt) _ \/ENZ\;: i -4 N(0,A,).

Beweis siehe Wang (2019).

*und ng/~/N — 0 oder B unabhingig von Dy
Nils Kornacker More efficient estimation 22.06.2021
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Beweis von Theorem 2

Unter Annahmen 1 und 2, wenn ng, n, N - oo, und s, = op(1)

N
> 67 (nmf (Bo) v 1)¢i(Be = o + sn) —ZW (Bo)i(Be = Bo) Il = op(1).

1
i=1

1
n

Beweis siehe Wang (2019).

BP maximiert

Ap(B) = S 672 (nm? (o) v 1) (B~ o) "xiyi ~ log(1 + 70 1))

= ﬁ(Bp - Bt) maximiert y,(s) = ))p(th +5//n) = Ap(Bt).

TE: %(5) = 755" Mo(Be) = 55 Ty 67 (nmf (Bo) v 1)di(Be = fo + 5) (s x)?,

$ zwischen 0 und s.
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Beweis von Theorem 2

Lemma5 & 6 =

Jxix| = S5+ op(1)

B\I—A

N
;5,60 (n?(Bo) v 1)i(Be - 50+\/—

bedingt auf Dy und Bo.
Lemma 5 = \,(B:)/\/n konvergiert gegen N(0, X'5'), resp. ist Op(1)
(wichtig). Basic Corollary =

\/E(Bp_ﬂt) Xg—= (5t) +op(1)

\/_

gegeben DN,BO und W, Slutsky und Lemma 5 liefern im ersten Fall die
Aussage. Die zweite Konvergenz sehen wir wie folgt ein:

\/E(Bp - BWMLE) = \/E(Bp - 5t) + \/E(Bt - BWMLE)
Lemrzﬂa 22[31 ()\P(ﬁf) _ \/Ez{llnl \/—ZI 1771)+OP(1)

Vn A N,
\/—ZI 77: \/_
_Zﬂt N\U(ﬁt) +WOP(1)
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Beweis von Theorem 2

> (%(\/_ﬁr) _ \/Fl\i&l n \/ENE\% 71:') _Eﬁ’,\m +op(1)
Lera2 g (A”\(/?) B \/FNZ\I:’? i, V0 NZ\I,J: nl) 5, Y0 ZA,’-‘iol 4 op(1)

= 55, (’-\"(\/_if) ‘/_Nzu',ol ’7’) op(1) 5% ° N(0, Z5.A, X5,)

da Z%"' Op(1). o
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enaloAg zu Theorem 1 gilt also A,BA’F, — BuMLE = OP|DN(n_1/2) (=
Bp = BamLe = Op(n™Y?)) und B, - B: = Op(n~/?).

Auch sind nach Theorem 1 und 2 die Schatzer Buw und Bp fir n/N -0
asymptotisch identisch verteilt (intuitiv).

Ist nun aber n/N — p # 0 so unterscheiden sich (der Erwartungswert ist in
beiden Fillen gleich) die asymptotischen Kovarianzmatrizen.

Proposition 2

Ist p>0 und X3, eine endliche und positiv definite Matrix, dann gilt
Eﬁt/\PZﬁt < E,Bt'

(wobei hierfiir vermutlich die Voraussetzungen nicht ausreichen)

Beweis im Vortrag.
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Damit ist BAP effizienter als ﬂAUW und somit Poisson Subsampling effizienter
als Ziehen mit Zuriicklegen.
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Misspecifications 1

Im Folgenden nehmen wir an, dass die pilot Estimators ﬁAo,\f!g
unabhangig von den Daten Dy sind. Dies ist begriindet durch die
Tatsache, dass jene oft mittels differenter Datenquellen berechnet
werden.

Frage: Was passiert wenn unser angenommenes (logistisches)

Modell inkorrekt ist und eigentlich eine (uns unbekannte) Funktion
p: die bedingte Wahrscheinlichkeit spezifiziert:

P(y =1lx) = pe(x)?

Der (pilot) Estimator /3 schatzt nun ...?
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Misspecifications 1

Problem: Wir brauchen eine Neuerung des Konsistenzbegriffes.

Das oft verwendete Kriterium ist, dass der Grenzwert den
erwarteten Verlust beziiglich einer Verlustfunktion minimiert. Wir
notieren den Grenzwert von ﬁA als 3; und definieren ihn als
Minimierer von

E[-pe(x)h(x)xT B + h(x) log(1+¢” )]
Dann erfiillt 3,
E[(pe(x) = p(x,81))h(x)x] =0 (*)

mit p(x, ) = eXTﬁ(l + eXTB)_l.
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Sei das pilot Subsample unabhéngig von Dy, \/n_o(Bo - B1) >4 N(0, Xp)
und Annahmen 1-3 gelten. Wenn ng/N — po, n/N — p mit pg,p € (0,1),
dann ist fiir ng, n, N - oo bedingt auf Dy

V1 (Buw = Bamiie) =a N(O,wrb),

wobei r, = 2E[(pe(x) = 2p:(x)p(x, B1) + p(x, B))h(x)xx ], w =
E[(p:(x) = 2p:(x)p(x, B1) + p(x, B1)) h(x)].

BWMLE erfullt

VN(Bumie - B1) =a N(O, Ko (Kb + po ke Soke) Kot ),

wobei kp = LE[(pe(x) = 2p:(x)p(x, B1) + P?(x, B1)) R (x)xxT], K =
7EL(1=2p(x, 8))(pe(x) = p(x, B)) h(x)xx ]2

Beweis siehe folgende Folien.

2Vermutlich bendtigen wir Kk, pos. def.!
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Beweis von Theorem 3

Bereits elngesehen (mlt 5f) V(Bow - Bi) maX|m|ert
v(s) = s TAsn(B1) - ot (B - Po+ == )(S )2, § zwischen 0 und s. Wir

bemerken Ao (B) = Z, 1(y, -p(x", 8 - ﬂo))x, und ,,abuse the notation":
= [0i(Bo) Wi (B = Bo) h(xi)xi. Man kann sehr leicht zeigen, dass

N .
E[(y* - p(x*, 51 - Bo))x* D, Bo] = Nzﬁl(g;) sowie

VI(y* = p(x", 8 = 0))x"|Dn, o] = f+o,>(1).

Anwendung des bedingten Lindeberg-Feller Theorems liefert bedingt auf
Dy und o, dass

Nul(B) _VAZI 0 monti (0 s
T T G

Eine Rechnung zeigt

Z ni

i=1

[ary

N
Zl: 2yi — 1)2(}/:' _Pi(Xi,ﬁl))h(X,')X,' + KZCN(ﬁAo —ﬁ/) + OP(N)(BO —ﬁ/).
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Beweis von Theorem 3

Der ZGWS, Slutsky, die Unabhangigkeit von BO und Dy sowie * liefern

Zﬁl ni

KeXoke
Bt o 525).

Po

Ahnlich wie in Lemma 4 ist L Y7, ¢* (8 - Bo + %)x,—*x,-*T = %2 +0p(1). K, ist
positiv definit, A%, (5/)/v/n= Op(1) B.C.

Vi(Bow = B1) = w3 N (B1) [/ + 0p (1)
gegeben Dy und fy.Wie im Beweis von Lemma 2 folgt v/N(BumLe — B1)
maximiert —=s" L 0 — 5y Tk [9i(50))h(x:) ¢i(B1 = Bo + ) (s x:)?,
$ zwischen 0 und s. Lemma 1 =

VN

B.C. > \/N(BWMLE —/3/) = H;lﬁ Zﬁl ni + O,D(l). Teil 2 ist gezeigt.

)xix;' = ka+op(1).

T 2 BI85 o+
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Beweis von Theorem 3

Es folgt sofort

Aw(B1) VXX
vn wN

und damit (und Slutsky) auch Teil 1. ]

V(Bow = Bumie) = wr}" ( ) +op(1)

Ist p:(x) = p(x, Bt) (keine Misspecification) stimmt Theorem 3 mit Theorem 1
liberein.

Da \/N(BWMLE - B1) =»a N0, k3" (kb + po ke Zoke)kat) und ng < N kann die
Kovarianzmatrix groB sein.
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Angenommen das pilot stibsample ist unabhangig von Dy und die pilot
estimators erfiillen \/no(o — 1) =4 N(0, o) und Vg =w + op(1). Unter
Annahmen 1 und 2, wenn ng/N — pg und n/N — p mit pg, p € (0,1) ist
bedingt auf Dy fir ng, n, N — oo

\/F(Bp — Bumie) =a N(O, wr; karh),
wobei g = 3E[[(B)I(1 = pw™ [ (B1)A(x))+h(x)xxT].

Beweis siehe folgende Folien.

Bemerke insbesondere, dass hier keine Konvergenzrate fiir Wy gefordert ist.
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Beweis von Theorem 4

Wie im Beweis zu Theorem 2: /n(8, — /) maximiert
75T Xo(B1) = 55 Ty 67° (el (Bo) v )i (B = Bo + 55) (s x)?,

§ zwischen 0 und s und
. N A ~ "~
Ao(B1) = 32670 (nm? (Bo) v 1) (yi - p(xi, B = Po) ) xi.
i=1

Gegeben DN,,@O und Wy sind die Summanden unabhangig und wie im Beweis
von Lemma 5 (sieche Wang) ist die bedingte Lindeberg-Feller Bedingung erfiillt.
Wir berechnen den (bed.) Erwartungswert und die Kovarianzmatrix

1 2o VA SN s -
%E[/\p(ﬁl)|plvw30,‘|’0]— TN U/N Or(\/n[N).

= S L 1nm? (o) v 12— P, B = o)) i

™M=

“V[A(8)[Dw, Bo, Wo] £

]
[

_ny Zilll 1/1:'2(/3)0)1/1;'2(5/ - BO)h2(Xi)XiXiT
3

2

= I(u; < n7P(Bo))
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Beweis von Theorem 4

N

= % S (nf(Bo) A1) (nmf (Bo) v 1)*(yi = p(xi, Bi = Bo) ) 2xixi|
i-1

n Lk V2 (Bo) VR (B - Bo) W (xi)xixi”

N W2
AER I o) vV ol
Wo
LN 20800208 A2 T
_%Nzlﬁl 7 (Bo) i ‘(5(2)1 Bo) b (xi) xix; (= —p%+0p(1)).

Es gilt nach dem Beweis von Lemma 5 (siehe Wang)

o = EIVER IR v IT]

und damit
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Beweis von Theorem 4

Ly iy (301D o ] = EOIBNAC0) v ()]

_ 4p2E[(pe(x) = 2pe(x)p(x, 1) + P (x, B1) ) * (x)xx ]
402

+ Op(].)

~ ~ \ N .
Bedingt auf Du, B und Wo folgt | 22 — YREe N (0, %4) |, Da zudem

gilt 1y, 5?°(n7rf(ﬁo) v 1)éi(B - Bo + %)X,‘X,-T = Z2 4 0p(1) (siehe Wang
(2019)) folgt aus dem B.C.

V(B - B1) = wr3! A"%’) +op(1).

N N )
Zusammen mit v/N(Bumie — 81) = ngl% +0p(1) aus dem Bew. von
Theorem 3 folgt das Theorem.
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Die in Theorem 3 und Theorem 4 gezeigten Konvergenzen sind

\/E(Buw - BAWMLE) —>d N(O,w%&;l)

und
V(B = Bumie) —a N(O,wr; kar3").

Es gilt (wie in Proposition 2)
Iia_llidlia_l < ngl

und damit wie in Theorem 1 und 2, dass der Schatzer basierend auf
Poisson-Sampling effizienter ist als der erstgenannte, respektive die
bedingte Kovarianzmatrix ist kleiner.
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Misspecifications 1I

Die pilot Estimators konvergieren gegen Parameter, die nicht die
wahren sind.
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Sei das logistische Regressionsmodell korrekt spezifiziert und der pilot
Estimator 3 (der unabhangig von Dy ist) inkonsistent, d.h.

Bo = Bo + op(1), B¢ # Bo. Dann folgt unter Annahme 1-3 bedingt auf
Dy fir n, N - oo

V1(Buw = Bunaie) ~a N(0,W(Bo)s; ).
Ist n/N - 0, dann
V(B = Be) ~a N(0, W (5o)s;h),
wobei hier SumLe
VN(Bumie = Be) ~a N(0,6; o553 ")

erfullt.
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Ist der pilot Estimator 'sehr falsch’, so, dass ,BthxTﬁo < 0 (aquivalent ist
[p(x. B:) > 0.5 > p(x, fo) oder p(x, ) < 0.5 < p(x, fo)]), dann gilt

\U(ﬁo)ga_l > Eﬂr

und der Schatzer ist effizienter im konsistenten Fall.
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Sei das logistische Regressionsmodell korrekt spezifiziert und die pilot
Estimators inkonsistent, d.h. 3o = (3o + op(1), B¢ # Bo und

Wy = Wy +0p(1), W(B,) # Wo. Es folgt unter Annahme 1 und 2, bedingt
auf Dy, dass fiir n, N - oo, mit n/N — 0 gilt

Vn(Bp = Bt) ~>a N(0, Wost).
Ist n/N — p, dann

Vn(Bp = Bamie) =a N(0, Wosr sesih).

Nils Kornacker More efficient estimation 22.06.2021 42 /46



Es gilt
Voo teesst < Wogst

und damit, falls Wo = W(), dass der Schatzer basierend auf Poisson-
Subsampling (5,) effizienter ist als Sy (z.m.Z.).

(Sehr) interessant ist, die Schatzer sind (in beiden Fallen (!)) trotzdem
konsistent.
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Zusammenfassung

Basierend auf den optimal subsampling probabilities haben wir fiir
das logistische Regressionsmodell einen ungewichteten und zugleich
mit Hilfe eines pilot Estimators auch unverzerrten Schatzer (ﬁAuw)
entwickelt dessen Kovarianzmatrix asymptotisch kleiner ist als die
des gewichteten Schatzers aus Wang (2018).

Zusatzlich konnten wir zeigen, dass der auf Poisson-Subsampling
basierende Schatzer BAP, der ebenso mithilfe von pilot Estimators
konstruiert wurde konsistent, sowie asymptotisch normalverteilt ist.
Nebst diesen Eigenschaften tut sich dieser durch eine tatsachlich in
allen Fallen mindestens ebenso hohe Effizienz hervor.

Dieses Charakteristikum und auch die asymptotische Normalitat
bleiben (tatsachlich) unter Model- und Pilot-Misspecification (unter
weiteren Bedingungen) erhalten.
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