More Efficient Estimation for Logistic
Regression with Optimal Subsamples

Nils Kornacker

Diese Seminarausarbeitung dient dazu den Zuhérern eine Ubersicht iiber die wichtigsten
Lemmata und Theoreme aus [Wan19| sowie insbesondere alle dort nicht explizit genannten
aber niitzlichen Lemmata zu geben. Zusétzlich wurde eine Symboliibersicht erstellt.
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1 Vorbereitende Lemmata

Im Folgenden seien (X,,)neny und X RF-wertige Zufallsvariablen.
v.Definition 1. (op(ry,), Op(ry), 5.12 in [van9§))
X,=o0p(l) & X,—p0
X,=0p(l) & Ve>03IM: sgpP(HXnH > M) <e
X, =op(rm) & X,=mrop(1)
Xn = Op(rn) X, =r,0Op(1)
v.Definition 2.  (S. 7 in [Wan19))

Xn = Opjpy (an) < Fir alle € > 0 gibt es ein 6., so dass fir n, N — oo

P(sup P (|| Xy| > andc|Dn) <) — 1.
n

$

v.Lemma 1.  (Continuous Mapping, 2.3 in )
Sei g : R¥ s R™ stetig in jedem Punkt von einer Menge C so, dass P(X € C) = 1. Es
gilt:
Xp=Xtop(l) = g(X)=g(X)+op(l).
v.Lemma 2.  (Prohorov, 2.4 in [van9§)])
Wenn X,, ~» X, dann ist X,, = Op(1). ~ meint Konvergenz in Verteilung.
v.Lemma 3. (2.7 in [van9§])

Sei ¢ eine Konstante: X, =c+op(l) < X, ~c.
v.Lemma 4.  (Slutsky, 2.8 in [van9§))
Seien X, ~» X und Y, ~ ¢, c eine Konstante, ¢, X,,, Yy, X konform Matrizwertig (dies
schlief$t Vektor- und Skalarwertig ein).
Xn+Y,~X+c
Y, X, ~ cX
Yn_an ~ ¢ 1X, gegeben ¢ invertierbar-.

v.Lemma 5.  (Lemma 2.1 in [Mus8§])

Sei C' C R* eine konvere Borelmenge und g eine messbare konvexe Funktion von C nach (—oo, o]
so, dass C' = {x € C : g(z) < oo} # 0. Firi = 1,...,k sei X; eine reellwertige
messbare Funktion auf Q ((Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum) mit B[|X;|] < oo. Ist
X(w) € C fir alle w € Q, wobei X = (Xq,...,Xx), so gilt

g(E[X|F]) < E[g(X)|F] f.s. fir alle F = o(F) C A.

v.Lemma 6.  (Theorem 1.5.6 in [Ser0%)
Seien X, = X +op(1), || Xnl < Y| f-s. Vn und E[||Y]|"] < co. Dann ist X, —cr X.

v.Theorem 1.  (Lindeberg-Feller Theorem 2.27 in [van9§)])
Seien firn € N Xy, 1,..., Xy 1, unabhdngige (zufillige) Vektoren mit endlichen Varianzen,
sodass

Fon
> ElIXnlPI(| Xnsll > €)] = 0 Ve >0,
=1

kn
> Cov[X,,] — X.
=1

Dann gilt Y5 (X, — E[X,,.]) ~ N(0, 2).



2 Lemmata und Theoreme aus [Wan19|

Annahmen. E[¢(3;)h(z)zxT] ist endlich und positiv-definit. (1)
E(|z]*h*(z)] < oo, E[[|z]*h(2)] < c0. (2)
nE[h(z)I(||lz]? > n)] =5 0. (3)

Zusatzlich: h(x) f; 0 integrierbar (Theorem 1,3,5, Lemma 3,4).

Lemma 1. (Lemma 28 in )

Seien vy, ...,vN i.i.d. Vektoren mit selber Verteilung wie v, sowie gin eine beschrankte
und g2 eine von N unabhdingige Funktion. Wenn gin(v) = op(1) und E[||g2(v)||] < oo,
dann

1 N
~ 2 9N (vi)ga(vi) = op(1).

=1

Lemma 2.  (Lemma 29 in [Wanig))
Seim; = [¢i(Bo)|[¥i(Be — Bo)h(@i)wi, wobei ¢i(B) = y; — p(xi, B). Unter Annahmen 1,2 und
bedingt auf den konsistenten Schdtzer By, wenn no/\/ﬁ — 0, dann

i ! ivj +op(1)
E[¢(B)h(x)] VN =P

wobet obiges gegen eine Normalverteilung mit Erwartungswertvektor 0 und Kovarianz-
matriz Blo(B)h(z)zaT )| E[¢(B)h%(z)z2T|E[o(B:) h(z)x2T| ™! konvergiert, fiir ng und N
gegen unendlich.

VN Bumre — Bi) = 5

Bemerkung. Lemma 8 & 5 und Theorem 1 & 2 bendtigen vermutlich die Voraussetzung
no/\/ﬁ — 0 oder By unabhdingig von Dy ebenso.

Basic Corollary.  (Basic Corollary in )

Sei Ap(s) = 2sTVs + UL's + Cy, + Ry (s) eine Folge von konvezen Funktionen, wobei V
symmetrisch und positiv definit sei, Uy, = Op(1), Cy, beliebig und Ry (s) = op(1) fir alle
s. Dann gilt fir oy, das argmin von Ay, dass oy, = By, + op(1), wobei 3, = -V-lUu, das
arg min von %STVS + Ugs + C,,. Wenn zusditzlich Uy, ~ U, dann oy, ~» —V~U.

Ist Ay(s) = 3sTVus + Ul's + Cp 4+ Ry(s) konvez, V,, positiv semidefinit, symmetrisch
mit V, =V 4+ op(1), V positiv definit, halt das Ergebnis mit V,, ebenso (Ry(s) = R, (s) +
1.T

55 (V= Vy)s).

Lemma 3. (Lemma 30 in [Wanl1g))
Sei

n

AZw(ﬁt) = Z(yz* —p; (Bt — 30))37:

=1

Unter Annahmen 1,2, bedingt auf Dn und den konsistenten Schdtzer Bo, wenn ng, n und
N gegen unendlich streben

Aeu(Be) VRS s 1
- 1 N0, 351,
Vn NN (o) (0.257)

wobet U (B) = N1 21121 lyi — p(xi, B)|h(x;).




Lemma 4. (Lemma 31 in [Wanl1g))

Unter Annahmen 1-3, wenn ng,n und N gegen unendlich streben und s, = op(1)

n

S 618 Bo sl - S (o)t — Bl = op(1).

i=1 i=1

Ebenso gilt

%Zﬁbf(ﬁt Bo + sn)zja)” Zm B0)¢i(B: — Bo)ziziT = op(1).
i=1

Fiir den Beweis siehe hier in diesem Blatt S.7.

Theorem 1.  (Theorem 1 in [(Wanl19))
Unter Annahmen 1-3, bedingt auf Dy, wenn Bo konsistent, ng,n, N — 0o

\/ﬁ(ﬁuw - 5wMLE> ~ N(07 Eﬁt)
Wenn n/N — 0, dann

\/E(Buw - Bt) ~ N(07 Z,Bt)
BuwMLE = argmgx Zf\il ly; — (acl,ﬁo)]h(xz)[yZ (g — Bo) log(1 + exiT('B_'éo))] ist ein ge-

wichteter MLE, Y5 = {%W]i und ®(5) = Elp(B)h(x)].

Wenn 50 uniform aus Stichprobe der Gréfie ng gesamplet wurde mit ng/v/'N = o(1) oder
ﬂo unabhdngig von Dy, dann gilt

VN (Buwmre — Bi) ~ N0, Suumrr),
wobei Yumre = [Elp(B)h(x)zx” ]| T E[¢(8)h? (x) x| [El¢(8) h(z)zaT]) .

Proposition 1.  (Proposition 4 in )
Wenn M, VCOS und ¥, endliche und positiv definite Matrizen sind, dann gilt

S, < VOS

in der Loewner-Ordnung [A und B positiv semidefinit: A > B < A — B ist positiv
semidefinit]. Fir h(z) =1 gilt Gleichheit.

Bemerkung. A < B= CTAC < CTBC

Lemma 5.  (Lemma 32 in [Wanl9)
Sei

25% (na? (Bo) v 1)(y; — plai, By — Bo)) s

=1

Unter Annahmen 1 und 2 und bedingt auf Dy sowie die konsistenten Schdtzer /30 und ¥,
gilt, wenn n/N — 0, dass

Ap(Bt) _ VX i - N(0,251).
Vn N, e
Konvergiert n/N gegen p € (0,1), dann

/'\p(ﬁt) . \/ﬁzi\;l i
Vn N,

- N(0, A,).
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Lemma 6. (Lemma 33 in[Wanl9))

Unter Annahmen 1 und 2, wenn ng,n, N — 0o, und s, = op(1)
1 N Bo P/ o 9 N P/ A ~ 9
- Y67 (nm} (Bo) v 1)i(Be — Bo + sn)llzill* = D w7 (Bo)di(Be — Bo)lli|* = op(1).
i=1 i=1

Theorem 2.  (Theorem 6 in )
Es gelten Annahmen 1 und 2, und Bo sei konsistenter Schétzer fir By. Dann ist bedingt
auf Dy fir ng,n und N — oo mit n/N — 0

Vi(By = Bi) ~ N(0, Zp,).
Ist n/N — p € (0,1), so gilt
V(By = Bunre) ~ N(0,55,4,55,),
mit A, = B[ (B)|h(x) (T (Br) — ply(Be)|h(x))+2a”]/(4T(By)).-
Proposition 2.  (Proposition 8 in [Wan19)

Ist p > 0 und Xg, eine endliche und positiv definite Matriz, dann gilt

Eﬁt APEﬂt < Eﬂt'

Die folgenden Theoreme 3 und 4 unterstellen jeweils, dass das logistische Regressions-
modell missspezifiziert ist und die wahre, den Daten unterliegende Verteilung ist:

Py = 1|z) = pi(2),
pt(x) unbekannt.

Eigenschaft x. E[(p;(z) — p(x, 5;))h(x)x] =0 *

Theorem 3.  (Theorem 24 in ) R
Sei das pilot Sample unabhdingig von Dy, /no(Bo — B1) ~ N(0,30) und Annahmen 1-3

gelten. Wenn ng/N — po, n/N — p mit pg,p € (0,1), dann ist fir ng,n, N — oo bedingt
auf Dy

\/ﬁ(/éuw - BwMLE) ~ N(O’ wligl),

wobes

o = JEI(pi(2) — 201(@)p(, ) + pla, )Rz,

w = B(pi(x) ~ 20 ()pl, ) + ple B0)h(a).
Bumrr erfillt

VN(Bunize = 1) ~ N(O, 55" (k6 + py ' reSore)rg ),
wobei

v = L) — 2@, ) + 52, O )",

e = L1 = 20, ) (pela) — bl )R]



Bemerkung. Wir bendtigen in Theorem 8 vermutlich zusdtzlich ko positiv definit.

Theorem 4.  (Theorem 26 in )

Angenommen das pilot Sample ist unabhdngig von Dy und die pilot Estimators erfillen
V1o(Bo — Bi) ~ N(0,%0) und Yo = w + op(l). Unter Annahmen 1 und 2, wenn no/N —
po und n/N — p mit po,p € (0,1) ist bedingt auf Dy fir ng,n, N — oo

V(B — Bumre) ~ N(O,why 'karg '),
wobei g = LE{H(B)I(1 — put [6(B1) h(x)) 1 hiz)aaT).
Theorem 5.  (Theorem 18 in [Wanl9))

Sei das logistische Regressionsmodell korrekt spezifiziert und der pilot Estimator BO (der
unabhdingig von Dy ist) inkonsistent, d.h. 5o = Po + op(1), B¢ # Po. Dann folgt unter
Annahme 1-8, bedingt auf Dy fiir n, N — oo

Vi (Buw = Bune) ~> N0, T(Bo)s; ).
Ist n/N — 0, dann
VI (Buw = Be) = N0, ¥(Bo)s; ),
wobei hier BuyLE
VN (Bunize — Bi) ~ N0, 5, a5, )
erfillt.

Theorem 6.  (Theorem 21 in )

Sei das logistische Regressionsmodell korrekt spezifiziert und die pilot Estimators unab-
hingig von Dn und inkonsistent, d.h., By = Bo + op(1), Bt # By und Uy = T + op(1),
U (B) # Wo. Es folgt unter Annahme 1 und 2, bedingt auf Dy, dass fir n,N — oo, mit
n/N — 0 gilt

V(B — Br) ~ N(0, To, ).

Ist n/N — p, dann

Vi(By — Bumrr) ~ N(0, ¥os, Yoy ).



3 Beweis von Lemma 4

Wir beginnen mit der folgenden Zerlegung,
1 & T
=61 (B — Bo + sn)aja;
iz

1 * * ) * ok *

== S8 - Bo + sn)aiaf (|2} ]* < n) + = Z(bz B = bo + sp)aiai (|27 ]? > n)
=1
=A1+ Ay

Ay ist op(1) < || Ag|| ist op(1). Es gilt jedoch [|Ag|| < 2 3211 ¢ (B—Bot+sn) laf ]2 I(||F > >
n) = op(1) (siehe Seite 36 in Wanl 9]) und damit ||Az|| = op(1). Bemerke insbesondere

o) = /S |z |2 = Sy 22 = |12

Weiter gilt
N R N R
= 11> _mi(Bo)i (B — Bo + sn)miwi” I(||ail|* < n) = mi(Bo)di(Br — Bo)wizi”

i=1 =1

N
HE[AHDN, Bol = 3" mi(Bo) i (B — Bo)zizi”
=1

N
(Bo)ziwi " (6i (B — Bo + sn) — ¢i(Be — Bo)) — > mi(Bo)di(Be — Bo + sm)wias” I([|zi]|* > n)
=1

N N
<> milBo)llzilPop(1) + Y mi(Bo)i(Br — Bo + sn)llwil*I(||2:]]* > n)

=1 i=1

LN b (Bo) b |z 20p (1)
Uy (o)

- & I b il Pop ()

- Un(Bo)

= op(1),

[A*

+ Op(l)

+ Op(l)

wobei fiir den letzten Schritt Lemma 1 mit ¢;(5; — Bo + Sn) — ¢i(Br — /3’0) = op(1) und
betragsméflig durch 1 beschriankt, sowie das schwache Gesetz der grofien Zahlen genutzt

wurde. x siehe S.36 in [Wanl9)|.

Damit miissen wir nur noch zeigen, dass A1 —E[A;|Dy, BD] =op(l) & ||A1—E[A1|Dy, BD] | =
op(1). Hierzu folgender Trick:

2
A1 — E[A1]| Dy, Bol| Z |A1y; — E[A1;]Dw, Bo] |2 < ( > Ay - Alk]|DNw80]|)

7] 1 ,j 1

= Z |A1y; — E[A11;Dw, Bol

k,j=1

und es reicht zu zeigen, dass Ayy; — E[A1;|Dy, Bo] = op(1) Y k, j. Dafiir zeigen wir, dass
die bedingte Varianz V[A1;;|Dy, Bo] = E[(A1y; — E[Alkj|DN,Bg])2|DN,Bg] stochastisch



gegen 0 konvergiert.
A 1 = * A * * * A
VI[A14j|Dn, Bo] =V l” D07 (B = Bo + sn) (@) k(2] I (|l2f ]I < n)|Dy, /301
i=1

LIV [6(8 — o + s @ ela 1" < ) Dw, B

< B (075 — o+ 502 (@ (") P10l < ) Do, o]

d
< B | Y (@) Tl P < m)[Dy, By
k,j=1

_ 1 * (14 * (12 )
= 7Bl 11 (2" < n)[Dw. fo)

(siehe $.36, [Wan19))

1 n—1 . . ‘ R
= 16n (1 + D 3iP([la"|* > Z’DN750)> =op(1),
=1

wobei die letzte Gleichheit aus [Wanl9|, S.37 folgt. Bemerke, dass eigentlich richtig ist
5 i P ([l2*]* > 4D, Bo) = 5 Yoy e 250 mi(Bo) I (lz51* > 4).-



4 Symboliibersicht

[43

fr = wahrer Parametervektor (das “ = “ ist als ’ist gleich’

zu lesen, im Folgenden nicht mehr angemerkt)

N
. .
Prie = arg mg‘xz{yixfﬂ —log(1+ €7 *1)}
i=1
A n * 0T, % -1 1 ,BTIf
B Zargmaxzy’B : og*( +e ™)

i=1 T

z "Ly Ty —log(1 4 e
5w:argmaxzylﬂ ! OSOgA( et )
s 7> (Bo)*
Bg = (konsistenter) pilot Estimator von ;, Achtung! bei Theorem 3-6 siehe §; und S

n
Buw = argmax 3 (8"afy; —log(1+ )
Buw = Buw + BO

N ~
BumLe = arg mgxz lyi — p, Bo) | k() [T (B — Bo) — log(1 + €% B=Fo)y]

=1
5y = argmax Y- (nnl" (o) v 1)(37 a7y +log(1 +¢7"*7)
i=1
Bp - Bp + BO

B = Minimierer von E[—p;(2)h(z)z? 3 + h(z)log(1 + 66%)], B — B = op(1) (Theorem 3 und 4)
5 . Bo = B+ op(1) (Theorem 5 und 6)

= I(u; < nx?(Bo))
DN = ((r1,1),...,(z N,yN))

|¢z( 0)|wz(ﬁt )h(‘rz)
W%( o) |[wi(Br — )h(wz) (Theorem 3 und 4)

o = 7Bl(0w) — 2o, 1) + pla, )}
iEKpt(x) — 2pi(@)ple, 60) + P2, )P ()]
LB~ 200w, 60)(pi(x) — p, ) ()]

Kq = iE [W(ﬁl”(l — Pw_l|1/)(ﬁl)|h(x))+h(x)xxT}

B
B
Kp =
Ke =

n

Now(Be) =D (i — pi (B — Bo))xy

=1
S 3 AT
Ap(B) = 387 (na? (Bo) v 1)((B = Bo) iy — log(1 4 =)0y
=1
N
= deo(nﬂf(BO) V1) (yi — plai, B — Bo))as
=1



E(|[y (807 (2) (¥ (8r) — pl (B k(@)1 wa]

bo = 102(3,)
A — E[[9(80)|(plp(Be) [h(z) V W (B)) h(x) ]
' 402(5,)

1.
=N > di(BuLe)zix]
iz

M = E[¢(fy)za’]

ng: Grofle des Pilot-Subsamples

n: Grofle des Second-Stage-Subsamples (Ziehen mit Zuriicklegen)

n*: Grofle des Second-Stage-Subsamples (Poisson Subsampling) (zuféllig)

T
et B

p(z,B) = W
pi(z) = P(y = 1|x) (Theorem 3 und 4)
lyi — p(4, B)|h(x:)

(ON]
T (B) =
o1 lyj = p(z, B)Ih(;)
A i — p(i, Bo) (s :
7 (Bo) = lyi — p(@ ABO)’ (z:) oder auch einfach nur 7%
N¥g
p= lim n/N (an manchen Stellen)
n,N—00

an manchen Stellen)

po = Grenzwert von ng/N (an
p(x, B — Bo)h(x)za"]

(
Sa = E[(1 - p(, B))p(=, Bo)
= E[6(80)0(B: — Bo)h*(z
= E [[(50)|(1 - p¥5 0
o _ [Eww)h(x)mﬁ] -
o 40 ()
Sunee = [BI6(8)h(@)ax"]] Blo(B)h> (x)ea™] [Bl6(8)h(x)aa"]]
%o : asymptotische Kovarianzmatrix von v/ng(3o — ;)
VP = My VRS My

1Y lyi — (@i, Puie) [zia!
OS % I3 il
e = (Nizl\yz‘ — p(xi, BuLe)|h(z;) ) ( Z h(zo)

VoS = M VO M!

0S _ o(Br)za’

¢(B) = p(z, B)(1 = p(x, B)), ¢i(B) = p(xi, B)(1 — p(xi, B))
®(8) = E[o(B)h(x)]

rr ]

)z
(B0) ()42 (B — o) h(w)a2" |

-1
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Y(B)=y—

1 N
UN(B) = D lyi — plai B)[h(x:)
=1

p(x, ), $i(B) = yi — p(xi, B)

() = Elly - pla. B)|h(x)

Wy : pilot Estimator von ¥(;)

Wy : Uy =Uy+ o0p(1) (Theorem 5 und 6)

w = E[(pi(x) — 2p(z)p(z, B1) + p(=, 6)) ()]

Relative Efficiency =

v

MSE(p) =

MSE(B.)
MSE(Bnew)

1L
S S IBY - B2
s=1
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