
More Efficient Estimation for Logistic
Regression with Optimal Subsamples

Nils Kornacker

Diese Seminarausarbeitung dient dazu den Zuhörern eine Übersicht über die wichtigsten
Lemmata und Theoreme aus [Wan19] sowie insbesondere alle dort nicht explizit genannten
aber nützlichen Lemmata zu geben. Zusätzlich wurde eine Symbolübersicht erstellt.
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1 Vorbereitende Lemmata
Im Folgenden seien (Xn)n∈N und X Rk-wertige Zufallsvariablen.
v.Definition 1. (oP (rn), OP (rn), S.12 in [van98])

Xn = oP (1) ⇔ Xn →P 0
Xn = OP (1) ⇔ ∀ε > 0 ∃M : sup

n
P(‖Xn‖ > M) < ε

Xn = oP (rn) ⇔ Xn = rnoP (1)
Xn = OP (rn) ⇔ Xn = rnOP (1)

v.Definition 2. (S. 7 in [Wan19])
Xn = OP |DN

(an)⇔ Für alle ε > 0 gibt es ein δε, so dass für n,N →∞

P(sup
n

P (‖Xn‖ > anδε|DN ) ≤ ε)→ 1.

v.Lemma 1. (Continuous Mapping, 2.3 in [van98])
Sei g : Rk 7→ Rm stetig in jedem Punkt von einer Menge C so, dass P(X ∈ C) = 1. Es
gilt:

Xn = X + oP (1) ⇒ g(Xn) = g(X) + oP (1).

v.Lemma 2. (Prohorov, 2.4 in [van98])
Wenn Xn  X, dann ist Xn = OP (1).  meint Konvergenz in Verteilung.
v.Lemma 3. (2.7 in [van98])
Sei c eine Konstante: Xn = c+ oP (1) ⇔ Xn  c.
v.Lemma 4. (Slutsky, 2.8 in [van98])
Seien Xn  X und Yn  c, c eine Konstante, c,Xn, Yn, X konform Matrixwertig (dies
schließt Vektor- und Skalarwertig ein).

Xn + Yn  X + c

YnXn  cX

Y −1
n Xn  c−1X, gegeben c invertierbar.

v.Lemma 5. (Lemma 2.1 in [Mus88])
Sei C ⊂ Rk eine konvexe Borelmenge und g eine messbare konvexe Funktion von C nach (−∞,∞]
so, dass C ′ = {x ∈ C : g(x) < ∞} 6= ∅. Für i = 1, . . . , k sei Xi eine reellwertige
messbare Funktion auf Ω ((Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum) mit E[|Xi|] < ∞. Ist
X(ω) ∈ C für alle ω ∈ Ω, wobei X = (X1, . . . , Xk), so gilt

g(E[X|F ]) ≤ E[g(X)|F ] f.s. für alle F = σ(F) ⊂ A.

v.Lemma 6. (Theorem 1.3.6 in [Ser02])
Seien Xn = X + oP (1), ‖Xn‖ ≤ ‖Y ‖ f.s. ∀n und E[‖Y ‖r] <∞. Dann ist Xn →Lr X.
v.Theorem 1. (Lindeberg-Feller Theorem 2.27 in [van98])
Seien für n ∈ N Xn,1, . . . , Xn,kn unabhängige (zufällige) Vektoren mit endlichen Varianzen,
sodass

kn∑
i=1

E[‖Xn,i‖2I(‖Xn,i‖ > ε)]→ 0 ∀ε > 0,

kn∑
i=1

Cov[Xn,i]→ Σ.

Dann gilt
∑kn
i=1(Xn,i −E[Xn,i]) N(0,Σ).
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2 Lemmata und Theoreme aus [Wan19]
Annahmen. E[φ(βt)h(x)xxT ] ist endlich und positiv-definit. (1)

E[‖x‖2h2(x)] <∞, E[‖x‖2h(x)] <∞. (2)

nE[h(x)I(‖x‖2 > n)] n→∞−→ 0. (3)

Zusätzlich: h(x)
f.s.
> 0 integrierbar (Theorem 1,3,5, Lemma 3,4).

Lemma 1. (Lemma 28 in [Wan19])
Seien v1, . . . , vN i.i.d. Vektoren mit selber Verteilung wie v, sowie g1N eine beschränkte
und g2 eine von N unabhängige Funktion. Wenn g1N (v) = oP (1) und E[‖g2(v)‖] < ∞,
dann

1
N

N∑
i=1

g1N (vi)g2(vi) = oP (1).

Lemma 2. (Lemma 29 in [Wan19])
Sei ηi = |ψi(β̂0)|ψi(βt− β̂0)h(xi)xi, wobei ψi(β) = yi− p(xi, β). Unter Annahmen 1,2 und
bedingt auf den konsistenten Schätzer β̂0, wenn n0/

√
N → 0, dann

√
N(β̂wMLE − βt) = Σβt

2E[φ(βt)h(x)]
1√
N

N∑
i=1

ηi + oP (1)

wobei obiges gegen eine Normalverteilung mit Erwartungswertvektor 0 und Kovarianz-
matrix E[φ(βt)h(x)xxT ]−1E[φ(βt)h2(x)xxT ]E[φ(βt)h(x)xxT ]−1 konvergiert, für n0 und N
gegen unendlich.

Bemerkung. Lemma 3 & 5 und Theorem 1 & 2 benötigen vermutlich die Voraussetzung
n0/
√
N → 0 oder β̂0 unabhängig von DN ebenso.

Basic Corollary. (Basic Corollary in [HP11])
Sei An(s) = 1

2s
TV s + UTn s + Cn + Rn(s) eine Folge von konvexen Funktionen, wobei V

symmetrisch und positiv definit sei, Un = OP (1), Cn beliebig und Rn(s) = oP (1) für alle
s. Dann gilt für αn, das arg min von An, dass αn = βn + oP (1), wobei βn = −V −1Un das
arg min von 1

2s
TV s+ UTn s+ Cn. Wenn zusätzlich Un  U , dann αn  −V −1U .

Ist An(s) = 1
2s
TVns + UTn s + Cn + Rn(s) konvex, Vn positiv semidefinit, symmetrisch

mit Vn = V + oP (1), V positiv definit, hält das Ergebnis mit Vn ebenso (Rn(s)′ = Rn(s) +
1
2s
T (V − Vn)s).

Lemma 3. (Lemma 30 in [Wan19])
Sei

λ̇∗uw(βt) =
n∑
i=1

(y∗i − p∗i (βt − β̂0))x∗i .

Unter Annahmen 1,2, bedingt auf DN und den konsistenten Schätzer β̂0, wenn n0, n und
N gegen unendlich streben

λ̇∗uw(βt)√
n
−
√
n
∑N
i=1 ηi

NΨN (β̂0)
 N(0,Σ−1

βt
),

wobei ΨN (β) = N−1∑N
i=1 |yi − p(xi, β)|h(xi).
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Lemma 4. (Lemma 31 in [Wan19])
Unter Annahmen 1-3, wenn n0, n und N gegen unendlich streben und sn = oP (1)

1
n

n∑
i=1

φ∗i (βt − β̂0 + sn)‖x∗i ‖2 −
N∑
i=1

πi(β̂0)φi(βt − β̂0)‖xi‖2 = oP (1).

Ebenso gilt

1
n

n∑
i=1

φ∗i (βt − β̂0 + sn)x∗ix∗i
T −

N∑
i=1

πi(β̂0)φi(βt − β̂0)xixiT = oP (1).

Für den Beweis siehe hier in diesem Blatt S.7.

Theorem 1. (Theorem 1 in [Wan19])
Unter Annahmen 1-3, bedingt auf DN , wenn β̂0 konsistent, n0, n,N →∞

√
n(β̂uw − β̂wMLE) N(0,Σβt).

Wenn n/N → 0, dann
√
n(β̂uw − βt) N(0,Σβt).

β̂wMLE = arg max
β

∑N
i=1 |yi − p(xi, β̂0)|h(xi)[yixTi (β − β̂0)− log(1 + ex

T
i (β−β̂0))] ist ein ge-

wichteter MLE, Σβ =
[

E[φ(β)h(x)xxT ]
4Φ(β)

]−1
und Φ(β) = E[φ(β)h(x)].

Wenn β̂0 uniform aus Stichprobe der Größe n0 gesamplet wurde mit n0/
√
N = o(1) oder

β̂0 unabhängig von DN , dann gilt
√
N(β̂wMLE − βt) N(0,ΣwMLE),

wobei ΣwMLE = [E[φ(βt)h(x)xxT ]]−1E[φ(βt)h2(x)xxT ][E[φ(βt)h(x)xxT ]]−1.

Proposition 1. (Proposition 4 in [Wan19])
Wenn M,V OS

c und Σβt endliche und positiv definite Matrizen sind, dann gilt

Σβt ≤ V OS

in der Loewner-Ordnung [A und B positiv semidefinit: A ≥ B ⇔ A − B ist positiv
semidefinit]. Für h(x) = 1 gilt Gleichheit.

Bemerkung. A ≤ B ⇒ CTAC ≤ CTBC

Lemma 5. (Lemma 32 in [Wan19])
Sei

λ̇p(βt) =
N∑
i=1

δβ̂0
i (nπpi (β̂0) ∨ 1)(yi − p(xi, βt − β̂0))xi.

Unter Annahmen 1 und 2 und bedingt auf DN sowie die konsistenten Schätzer β̂0 und Ψ̂0
gilt, wenn n/N → 0, dass

λ̇p(βt)√
n
−
√
n
∑N
i=1 ηi

NΨ̂0
 N(0,Σ−1

βt
).

Konvergiert n/N gegen ρ ∈ (0, 1), dann

λ̇p(βt)√
n
−
√
n
∑N
i=1 ηi

NΨ̂0
 N(0,Λρ).
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Lemma 6. (Lemma 33 in[Wan19])
Unter Annahmen 1 und 2, wenn n0, n,N →∞, und sn = oP (1)

1
n

N∑
i=1

δβ̂0
i (nπpi (β̂0) ∨ 1)φi(βt − β̂0 + sn)‖xi‖2 −

N∑
i=1

πpi (β̂0)φi(βt − β̂0)‖xi‖2 = oP (1).

Theorem 2. (Theorem 6 in [Wan19])
Es gelten Annahmen 1 und 2, und β̂0 sei konsistenter Schätzer für βt. Dann ist bedingt
auf DN für n0, n und N →∞ mit n/N → 0

√
n(β̂p − βt) N(0,Σβt).

Ist n/N → ρ ∈ (0, 1), so gilt
√
n(β̂p − β̂wMLE) N(0,ΣβtΛρΣβt),

mit Λρ = E[|ψ(βt)|h(x)(Ψ(βt)− ρ|ψ(βt)|h(x))+xx
T ]/(4Ψ2(βt)).

Proposition 2. (Proposition 8 in [Wan19])
Ist ρ > 0 und Σβt eine endliche und positiv definite Matrix, dann gilt

ΣβtΛρΣβt < Σβt .

Die folgenden Theoreme 3 und 4 unterstellen jeweils, dass das logistische Regressions-
modell missspezifiziert ist und die wahre, den Daten unterliegende Verteilung ist:

P(y = 1|x) = pt(x),

pt(x) unbekannt.

Eigenschaft ?. E[(pt(x)− p(x, βl))h(x)x] = 0 ?

Theorem 3. (Theorem 24 in [Wan19])
Sei das pilot Sample unabhängig von DN ,

√
n0(β̂0 − βl)  N(0,Σ0) und Annahmen 1-3

gelten. Wenn n0/N → ρ0, n/N → ρ mit ρ0, ρ ∈ (0, 1), dann ist für n0, n,N →∞ bedingt
auf DN

√
n(β̂uw − β̂wMLE) N(0, ωκ−1

a ),

wobei

κa = 1
4E[(pt(x)− 2pt(x)p(x, βl) + p(x, βl))h(x)xxT ],

ω = E[(pt(x)− 2pt(x)p(x, βl) + p(x, βl))h(x)].

β̂wMLE erfüllt
√
N(β̂wMLE − βl) N(0, κ−1

a (κb + ρ−1
0 κcΣ0κc)κ−1

a ),

wobei

κb = 1
4E[(pt(x)− 2pt(x)p(x, βl) + p2(x, βl))h2(x)xxT ],

κc = 1
4E[(1− 2p(x, βl))(pt(x)− p(x, βl))h(x)xxT ].
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Bemerkung. Wir benötigen in Theorem 3 vermutlich zusätzlich κa positiv definit.

Theorem 4. (Theorem 26 in [Wan19])
Angenommen das pilot Sample ist unabhängig von DN und die pilot Estimators erfüllen√
n0(β̂0 − βl) N(0,Σ0) und Ψ̂0 = ω + oP (1). Unter Annahmen 1 und 2, wenn n0/N →

ρ0 und n/N → ρ mit ρ0, ρ ∈ (0, 1) ist bedingt auf DN für n0, n,N →∞
√
n(β̂p − β̂wMLE) N(0, ωκ−1

a κdκ
−1
a ),

wobei κd = 1
4E[|ψ(βl)|(1− ρω−1|ψ(βl)|h(x))+h(x)xxT ].

Theorem 5. (Theorem 18 in [Wan19])
Sei das logistische Regressionsmodell korrekt spezifiziert und der pilot Estimator β̂0 (der
unabhängig von DN ist) inkonsistent, d.h. β̂0 = β0 + oP (1), βt 6= β0. Dann folgt unter
Annahme 1-3, bedingt auf DN für n,N →∞

√
n(β̂uw − β̂wMLE) N(0,Ψ(β0)ς−1

a ).

Ist n/N → 0, dann
√
n(β̂uw − βt) N(0,Ψ(β0)ς−1

a ),

wobei hier β̂wMLE
√
N(β̂wMLE − βt) N(0, ς−1

a ςbς
−1
a )

erfüllt.

Theorem 6. (Theorem 21 in [Wan19])
Sei das logistische Regressionsmodell korrekt spezifiziert und die pilot Estimators unab-
hängig von DN und inkonsistent, d.h., β̂0 = β0 + oP (1), βt 6= β0 und Ψ̂0 = Ψ0 + oP (1),
Ψ(βt) 6= Ψ0. Es folgt unter Annahme 1 und 2, bedingt auf DN , dass für n,N → ∞, mit
n/N → 0 gilt

√
n(β̂p − βt) N(0,Ψ0ς

−1
a ).

Ist n/N → ρ, dann
√
n(β̂p − β̂wMLE) N(0,Ψ0ς

−1
a ςcς

−1
a ).
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3 Beweis von Lemma 4
Wir beginnen mit der folgenden Zerlegung,

1
n

n∑
i=1

φ∗i (βt − β̂0 + sn)x∗ix∗i
T

= 1
n

n∑
i=1

φ∗i (βt − β̂0 + sn)x∗ix∗i
T I(‖x∗i ‖2 ≤ n) + 1

n

n∑
i=1

φ∗i (βt − β̂0 + sn)x∗ix∗i
T I(‖x∗i ‖2 > n)

≡ ∆1 + ∆2

∆2 ist oP (1)⇔‖∆2‖ ist oP (1). Es gilt jedoch ‖∆2‖ ≤ 1
n

∑n
i=1 φ

∗
i (βt−β̂0+sn)‖x∗i ‖2I(‖x∗i ‖2 >

n) = oP (1) (siehe Seite 36 in [Wan19]) und damit ‖∆2‖ = oP (1). Bemerke insbesondere
‖xxT ‖ =

√∑d
i,j=1 |xixj |2 =

∑d
i=1 x

2
i = ‖x‖2.

Weiter gilt∥∥∥∥∥E[∆1|DN , β̂0]−
N∑
i=1

πi(β̂0)φi(βt − β̂0)xixiT
∥∥∥∥∥

=
∥∥∥∥∥
N∑
i=1

πi(β̂0)φi(βt − β̂0 + sn)xixiT I(‖xi‖2 ≤ n)−
N∑
i=1

πi(β̂0)φi(βt − β̂0)xixiT
∥∥∥∥∥

=
∥∥∥∥∥
N∑
i=1

πi(β̂0)xixiT (φi(βt − β̂0 + sn)− φi(βt − β̂0))−
N∑
i=1

πi(β̂0)φi(βt − β̂0 + sn)xixiT I(‖xi‖2 > n)
∥∥∥∥∥

≤
N∑
i=1

πi(β̂0)‖xi‖2oP (1) +
N∑
i=1

πi(β̂0)φi(βt − β̂0 + sn)‖xi‖2I(‖xi‖2 > n)

?
≤

1
N

∑N
i=1 |ψi(β̂0)|h(xi)‖xi‖2oP (1)

ΨN (β̂0)
+ oP (1)

≤
1
N

∑N
i=1 h(xi)‖xi‖2oP (1)

ΨN (β̂0)
+ oP (1)

= oP (1),

wobei für den letzten Schritt Lemma 1 mit φi(βt − β̂0 + sn) − φi(βt − β̂0) = oP (1) und
betragsmäßig durch 1 beschränkt, sowie das schwache Gesetz der großen Zahlen genutzt
wurde. ? siehe S.36 in [Wan19].

Damit müssen wir nur noch zeigen, dass ∆1−E[∆1|DN , β̂0] = oP (1) ⇔ ‖∆1−E[∆1|DN , β̂0]‖ =
oP (1). Hierzu folgender Trick:

‖∆1 −E[∆1|DN , β̂0]‖ =

√√√√√ d∑
k,j=1

|∆1kj −E[∆1kj |DN , β̂0]|2 ≤

√√√√√ d∑
k,j=1

|∆1kj −E[∆1kj |DN , β̂0]|

2

=
d∑

k,j=1
|∆1kj −E[∆1kj |DN , β̂0]|

und es reicht zu zeigen, dass ∆1kj −E[∆1kj |DN , β̂0] = oP (1) ∀ k, j. Dafür zeigen wir, dass
die bedingte Varianz V[∆1kj |DN , β̂0] = E[(∆1kj − E[∆1kj |DN , β̂0])2|DN , β̂0] stochastisch
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gegen 0 konvergiert.

V[∆1kj |DN , β̂0] = V
[

1
n

n∑
i=1

φ∗i (βt − β̂0 + sn)(x∗i )k(x∗i )jI(‖x∗i ‖2 ≤ n)|DN , β̂0

]
iid= 1

n
V
[
φ∗(βt − β̂0 + sn)(x∗)k(x∗)jI(‖x∗‖2 ≤ n)|DN , β̂0

]
≤ 1
n

E
[
φ∗(βt − β̂0 + sn)2((x∗)k(x∗)j)2I(‖x∗‖2 ≤ n)|DN , β̂0

]
≤ 1

16nE

 d∑
k,j=1

((x∗)k(x∗)j)2I(‖x∗‖2 ≤ n)|DN , β̂0


= 1

16nE
[
‖x∗‖4I(‖x∗‖2 ≤ n)|DN , β̂0

]
... (siehe S.36, [Wan19])

≤ 1
16n

(
1 +

n−1∑
i=1

3iP(‖x∗‖2 > i|DN , β̂0)
)

= oP (1),

wobei die letzte Gleichheit aus [Wan19], S.37 folgt. Bemerke, dass eigentlich richtig ist
1
n

∑n
i=1 iP(‖x∗‖2 > i|DN , β̂0) = 1

n

∑n
i=1 i

∑N
j=1 πj(β̂0)I(‖xj‖2 > i).
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4 Symbolübersicht

βt = wahrer Parametervektor (das “ = “ ist als ’ist gleich’
zu lesen, im Folgenden nicht mehr angemerkt)

β̂MLE = arg max
β

N∑
i=1
{yixTi β − log(1 + eβ

T xi)}

β̂πw = arg max
β

n∑
i=1

y∗i β
Tx∗i − log(1 + eβ

T x∗
i )

π∗i

β̂w = arg max
β

n∑
i=1

y∗i β
Tx∗i − log(1 + eβ

T x∗
i )

πOS
i (β̂0)∗

β̂0 = (konsistenter) pilot Estimator von βt, Achtung! bei Theorem 3-6 siehe βl und β0

β̃uw = arg max
β

n∑
i=1

(βTx∗i y∗i − log(1 + eβ
T x∗

i ))

β̂uw = β̃uw + β̂0

β̂wMLE = arg max
β

N∑
i=1
|yi − p(xi, β̂0)|h(xi)[yixTi (β − β̂0)− log(1 + ex

T
i (β−β̂0))]

β̃p = arg max
β

n∗∑
i=1

(nπp∗i (β̂0) ∨ 1)(βTx∗i y∗i + log(1 + eβ
T x∗

i ))

β̂p = β̃p + β̂0

βl = Minimierer von E[−pt(x)h(x)xTβ + h(x) log(1 + eβ
T x)], β̂ − βl = oP (1) (Theorem 3 und 4)

β0 : β0 = β̂0 + oP (1) (Theorem 5 und 6)

δβ̂0
i = I(ui ≤ nπpi (β̂0))
DN = ((x1, y1), . . . , (xN , yN ))
ηi = |ψi(β̂0)|ψi(βt − β̂0)h(xi)xi
ηi = |ψi(β̂0)|ψi(βl − β̂0)h(xi)xi (Theorem 3 und 4)

κa = 1
4E[(pt(x)− 2pt(x)p(x, βl) + p(x, βl))h(x)xxT ]

κb = 1
4E[(pt(x)− 2pt(x)p(x, βl) + p2(x, βl))h2(x)xxT ]

κc = 1
4E[(1− 2p(x, βl))(pt(x)− p(x, βl))h(x)xxT ]

κd = 1
4E

[
|ψ(βl)|(1− ρω−1|ψ(βl)|h(x))+h(x)xxT

]
λ̇∗uw(βt) =

n∑
i=1

(y∗i − p∗i (βt − β̂0))x∗i

λp(β) =
N∑
i=1

δβ̂0
i (nπpi (β̂0) ∨ 1)((β − β̂0)Txiyi − log(1 + e(β−β̂0)T xi))

λ̇p(β) =
N∑
i=1

δβ̂0
i (nπpi (β̂0) ∨ 1)(yi − p(xi, β − β̂0))xi
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Λρ = E[|ψ(βt)|h(x)(Ψ(βt)− ρ|ψ(βt)|h(x))+xx
T ]

4Ψ2(βt)

Λu = E[|ψ(βt)|(ρ|ψ(βt)|h(x) ∨Ψ(βt))h(x)xxT ]
4Ψ2(βt)

MN = 1
N

N∑
i=1

φi(β̂MLE)xixTi

M = E[φ(βt)xxT ]
n0: Größe des Pilot-Subsamples
n: Größe des Second-Stage-Subsamples (Ziehen mit Zurücklegen)
n∗: Größe des Second-Stage-Subsamples (Poisson Subsampling) (zufällig)

p(x, β) = ex
T β

1 + exT β

pt(x) = P(y = 1|x) (Theorem 3 und 4)

πOS
i (β) = |yi − p(xi, β)|h(xi)∑N

j=1 |yj − p(xj , β)|h(xj)

πpi (β̂0) = |yi − p(xi, β̂0)|h(xi)
NΨ̂0

oder auch einfach nur πpi

ρ = lim
n,N→∞

n/N (an manchen Stellen)

ρ0 = Grenzwert von n0/N (an manchen Stellen)
ςa = E[(1− p(x, βt))p(x, β0)p(x, βt − β0)h(x)xxT ]
ςb = E[φ(β0)φ(βt − β0)h2(x)xxT ]

ςc = E
[
|ψ(β0)|(1− ρΨ−1

0 |ψ(β0)|h(x))+ψ
2(βt − β0)h(x)xxT

]
Σβ =

[
E[φ(β)h(x)xxT ]

4Φ(β)

]−1

ΣwMLE =
[
E[φ(βt)h(x)xxT ]

]−1
E[φ(βt)h2(x)xxT ]

[
E[φ(βt)h(x)xxT ]

]−1

Σ0 : asymptotische Kovarianzmatrix von
√
n0(β̂0 − βl)

V OS
N = M−1

N V OS
Nc M

−1
N

V OS
Nc =

(
1
N

N∑
i=1
|yi − p(xi, β̂MLE)|h(xi)

)(
1
N

N∑
i=1

|yi − p(xi, β̂MLE)|xixTi
h(xi)

)
V OS = M−1V OS

c M−1

V OS
c = 4Φ(βt)E

[
φ(βt)xxT

h(x)

]
φ(β) = p(x, β)(1− p(x, β)), φi(β) = p(xi, β)(1− p(xi, β))
Φ(β) = E[φ(β)h(x)]
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ψ(β) = y − p(x, β), ψi(β) = yi − p(xi, β)

ΨN (β) = 1
N

N∑
i=1
|yi − p(xi, β)|h(xi)

Ψ(β) = E[|y − p(x, β)|h(x)]
Ψ̂0 : pilot Estimator von Ψ(βt)
Ψ0 : Ψ0 = Ψ̂0 + oP (1) (Theorem 5 und 6)
ω = E[(pt(x)− 2pt(x)p(x, βl) + p(x, βl))h(x)]

Relative Efficiency = MSE(β̌w)
MSE(β̌new)

MSE(β̌) = 1
S

S∑
s=1
‖β̌(s) − βt‖2
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