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@ Haben einen Datensatz D, = {(x1,y1), (x2,¥2), - - (Xn, ¥n)} mit n
Datenpunkten, davon nj cases und ng controls.
@ Esist m << ng.

@ Wir wollen eine Logistische Regression durchfiihren. Gangige Ansatze
in der Praxis: Over- und Undersampling. Auswirkung der Ansatze auf
den Schatzer im unbalancierten Fall ist aber noch unbekannt.

e = Das wird nun untersucht! (Miissen aber noch die mathematische
Modellierung prazisieren).
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Modellierung Unbalancierter Daten

Annahmen:
@ ni/ng — 0 bzw. ny/n — 0 fiir n — oo.
@ Es soll trotzdem ny — oo fiir n — oo gelten.

e Es folgt also

Ply=1)—0 und nP(y =1) — (1)
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Modellierung Unbalancierter Daten

Was hei3t das fiir die Regressionsgerade?

e Es seien ay, B; die wahren geraden Parameter (a; + 3/ x). Es gelte
B = const.,Vn € N und a; — —o0 mit einer passenden Rate, so dass

gilt:

exp(as + fix)
1+ exp(at + Bex)

2 =Py = 1){1+0,(1)} =E

{1+0,(1)} (2)
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Modellierung Standardfall

@ Maximum-Likelihood-Ansatz: wir maximieren die Log-Likelihood
Funktion

10) = 3 (iz7 0 — log(1 + exp(z70))) 3)

i=1

o Wir bezeichnen mit @ den maximierer von (3)
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Modellierung Subsampling

@ Wollen alle cases im Datensatz beibehalten und einige controls
weglassen

@ Definiere die Auswahlfunktion fiir den i-ten Datenpunkt:
di=yi+ (1 = yi)lu<n

wobei u; ~ UJ[0,1] i.i.d. sind und g € [0, 1] gewahlt werden kann.
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Modellierung Subsampling

@ Maximum-Likelihood-Ansatz: wir maximieren die Log-Likelihood

Funktion
n

10) = D2 2 (1270~ log(1 + exp(z70)) *)
i=1 "

wobei 7; = E[6;|Dn] = yi + (1 — yi)mo = mo + (1 — 7o) ;.

e Wir bezeichnen mit "

o 4er den Maximierer von (4)
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Modellierung Oversampling

@ Wollen alle controls im Datensatz beibehalten und einige cases
mehrfach zahlen.

@ Definiere die Auswahlfunktion fiir den i-ten Datenpunkt:
i =1+ yiv

wobei v; ~ POI(A,) zum Parameter A, i.i.d. sind.
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Modellierung Oversampling

@ Maximum-Likelihood-Ansatz: wir maximieren die Log-Likelihood

Funktion
n

16) = " - (yiz] 6 — log(1 + exp(2 6))) (5)
i=1
wobei w; = E[7i|Dp,yi = 1] =1+ Ap.

e Wir bezeichnen mit

v er den Maximierer von (5)
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Theorem 1

Es sei E [exp(t ||x||)] < oo fiir alle t > 0, E [exp(8/ x)zz"] sei positiv
definit. Es gelten weiter die Annahmen aus (1) und (2). Dann gilt falls
n — oo:

V(6 —6:) —p N (0, Vi) (6)

mit

Vi=E [exp(,Bth)} M1

Mf=E [exp(ﬂth)zzT}
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Theorem 2 (Undersampling)

Es sei E [exp(t ||x||)] < oo fiir alle t >0, E [exp(B/ x)zz"] sei positiv
definit. Es gelte ¢, = exp(a¢)/mo — ¢ € [0,00). Es gelten weiter die
Annahmen aus (1) und (2). Dann gilt falls n — occ:

\/’Tl(érlvnder - 01‘) —D N(O7 Vtrrvrder) (7)
mit

under under

trder = E |exp(B] X)(1 + cexp(8] x))z2 |

ger = E [exp(ﬁth)] MM oM
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Theorem 3 (Oversampling)

Es sei E [exp(t |[x||)] < oo fiir alle t >0, E [exp(8{ x)zz"] sei positiv
definit. Es gelte A\, — XA > 0. Es gelten weiter die Annahmen aus (1) und
(2). Dann gilt falls n — oc:

\/n_l(ég/er - Ht) —D N(O7 VoV\V/er) (8)

mit
(1422 + A

w o T -1
Vover = WE [exp(ﬁt X)} My
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Vergleich der Kovarianzen

e Esgilt falls ¢ >0, Vv ., > V¢ in der Loewner Ordnung.

e Es gilt falls A # {0, 00}, Vv

ver

> Vs in der Loewner Ordnung.

o Die Effizienz wir in beiden Fallen schlechter
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Hilfsaussagen

ZGWS von Lindeberg (van der Vaart, 1998 S. 20)
Fir jedes n seien Y, 1,
Varianz so dass fiir jedes € > 0 gilt

.., Yn k, unabhangige Zufallsvektoren mit endlicher

kn

> E|llYa,
i=1

2
I||Yn,i||>6] — 0 und

kn
> Cov(Yni) = %
i=1
Dann gilt
Kkn
> (Vi —E[Yni) =p N(0,X)
i=1
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Hilfsaussagen

Basic Corollary (Hjort and Pollard, 2011 S. 2)

Es sei A,(s) convex und darstellbar der Form s™ VS + U[l's + C, + ra(s)
wobei V' symmetrisch und positiv definit ist, U, stochastisch beschrankt,
C, beliebig, und ry(s) € op(1). Dann gilt fiir den Minimierer av, von Ap:
a, und der Minimierer 8, = —V 71U, von s" VS + UTs + C,
unterscheiden sich um op(1). Gilt zusatzlich U, —p U so folgt

Qp —pD —Vv-1u.
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Hilfsaussagen

Theorem von Slutsky (Rohde, WS2020/2021 S.58)

Gilt fur die Folgen von ZVAs A, —, A und B, —p B so folgt fiir das
Produkt: A,B, —p AB.
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Hilfsaussagen

o Definiere a, := /nexp(at)

@ Die Annahme E [exp(t ||x]|)] < oo fiir t > O liefert
E [exp(t1 ||x]]) ||2]|?] < oo mit t1, to > 0. Wahlt man fiir t;,t, >0
t > t; und k > to folgt die Aussage aus

exp(t ||x|[) = exp(—t) exp(t [|2]|)

= exp(—t) exp(t1 ||z][) exp((t — t1) [|2]])

- exp(—t)(t — t1)¥
- k!

exp(— )( t1)*

> 1211 exp(ty ||x]1)

k
[|z][" exp(ty [|x]])

mit Wahrscheinlichkeit 1.
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Hilfsaussagen

Es gilt ny = nexp(a:)E [exp(B{ x)] {1+ 0p(1)}. Dazu betrachte man
P(y = 1|x)(1 + exp(as + 3] x)) = exp(ae + 5/ x)
=E []P’(y = 1|x)(1 + exp(a:r + ﬁtTX))} =E {exp(at + ﬂth)}

= E[P(y = IX)]{1 + 0p(1)} = exp(a)E [exp(5] x)]
~————
=P(Y=1)=E[Y]
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Hilfsaussagen

Gleichzeitig gilt ®* = i —p E[Y]. Einsetzen liefert

{1+ 0 (1)H1 + 05(1)} = exp(a)E [exp(5] X))

= m = nexp(ar)E [exp(5] )] {1+ 0,(1)}
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Beweis Idee:
e Schreibe Loglikelihood-Funktion um in die Form
1sTVs+ Bl's+ C, + ry(s), V symmetrisch und r,(s) € op(1)
o ZGW Linderberg liefert B, —p N(0, W;)
o Zeigen direkt V —, W,
e Basic corollary und Slutsky liefern die Aussage
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Beweis Idee:
o Schreibe Loglikelihood-Funktion um in die Form
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@ 0 maximiert

<(a + Bx — log(1 + exp(a + 5X,T))) (9)
i=1

@ Somit maximiert u, = a,,(9 —0;)

y(u) = 1(0e + a5 u) — 1(6:) (10)
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@ Wir bilden die Taylorentwicklung von v bei u = 0 bis zur zweiten
Ordnung:

y(u) = a, uTi(0:) +0.52,2 ) " ¢i(0 + ant)(z/ u)*  (11)
i=1

wobei ¢;(#) = p;(8)(1 — p;(#)), I der Gradient der Likelihood
Funktion ist und o € [0, u].
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o Es folgt mit der Kettenregel :

¢ exp(a + Bx]7)
0) = Wi — Zi ' 12
) ;ZV T+ expla + pxT) (12)
=pi(0)

e Mit der Produktregel folgt p;(6) = pi(0)(1 — pi(#))z und somit :

d92 Z¢, (0 + a7t (13)
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@ Ziel ist es, zu zeigen dass
a ti(0) —p N(0, My) (14)

mit My = E [exp(8{ x)zz"].

@ Desweiteren wollen wir
n
—a,2) ¢i(0: + a2, 0)ziz] —p My (15)
i=1

fur alle o € [0, u].
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Beweis ldee:

e Schreibe Loglikelihood-Funktion um in die Form
1sTVs+ Bl's+ C, + ry(s), V symmetrisch und r,(s) € op(1)
o ZGW Linderberg liefert B, —p N(0, W;)
o Zeigen direkt V —, W,
e Basic corollary und Slutsky liefern die Aussage
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Wir zeigen zuerst (14) und lberpriifen dazu die Voraussetzungen.
o Es gilt E[(y; — pi)zi] = E[E[(yi — pi)zi|z]] = 0. Linearitat liefert
E[a; i(6:)] = 0.

o Fir die Varianz gilt

n

V(a,(0:)) = 2,2 > V((yi — pi)z)
i—1

*2ZE[ — pi)2ziz]]

_2ZE[E[ \z,]z, ]
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n
=a,° Y E[E[(1 - pi)’ly=1|z]ziz" | + E[E[p} ly—olzi|ziZ] ]
i—1

n
= 2,2 E[(1 - pi)* Elly,=1|2] z:z7] + E[p} E[ly,—0|z] 2z ]
i=1 T

=(1-pi)

= a,2nE[p;(1 - pj)ziz]"]

L, exp(B/ x) T
=a, neXP(Oéf)IE [(1 + exp(a; + BtX,-T))2 = ]

3 exp(B{ x) T]
=k [(1 + exp(at + Bex;"))? #
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@ Wir bemerken dass

eXP(ﬁtTX) T

(1+ exp(a; + thT))2zz —r.s. exp(B] x)zzT

. . T 2 2
o Weiter gilt o) ||2]|? < exp(8] x) ||2||* und

E [exp(87x)||2]1°] < o0
@ Dominierte Konvergenz liefert also

| ex| I x
V(a ti(0;)) =E [(1+epra€tBjr53xT))2 zzT} — E [exp(B{ x)zzT]
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Wir zeigen nun die Lindeberg-Bedingung. Sei € > 0 :

ZE[H — Pi Z/|| /||y, P:)Z,||>ea,,:|
= ni {”(y —p)z|f? ’||<y—p)z||zean}

=n (E [E [(1 = p)ly=alz] ||2I? ’||(1—p)z||zean}

+ E[]E [P?ly=olz] [|2]I? IH(—p)ZHZEan]
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=n (E [p(l —p)l2I” ’||(1fp)z||zean} +E [pz(l —p)|lzI[” ’szuzeanD

< n (E [pllzIP fi0pyzizean| + B [P 11ZI1 fipeizean )

< 228 [exp (118l X1 1121 e

+ @28 [exp (186l 111121 e ea,

= o(a;)
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Beweis ldee:

e Schreibe Loglikelihood-Funktion um in die Form
1sTVs+ Bl's+ C, + ry(s), V symmetrisch und r,(s) € op(1)
o ZGW Linderberg liefert B, —p N(0, W;)
o Zeigen direkt V —, W,
e Basic corollary und Slutsky liefern die Aussage
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Es bleibt GI.(15) zu zeigen:
a,’ qu, (0c + a, 0)ziz —p My

fur alle o € [0, u].
@ Dazu zeigen wir zuerst
_ 1 2 2
3,2 221y 6il0e + a1 0) [z 7 — ap % 307y ¢i(0e) [ zil| ‘ € op(1)

o Nutzen anschlieBend a,? Y7 ; ¢i(6:)ziz/ —p E [exp(Bex)zzT| um
insgesamt Gl.(15) zu erhalten.
@ Wegen A—, B, B—, C = A—, C gilt dann die Aussage
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Es gilt

3,2 Y Gil0c + ay 0) ||zil* — ay2ei(6:) |||
i=1

2> | i+ ayth) =izl
=00 +ar w0427 )
mit @ € [0, u].
Da ¢; = pi(1— pi) + pi(1 — pi) = zi(pi(1 — pi)? — p2(1 — p1)) < zipi
gilt, folgt

n
<||a il 22> pil0e + 2, ) ||zl

i=1
_ Ha;l[IH i exp(B] x; + a,ti" z;) Iz ||
n “ (1+exp(0] zi + an 7 2))? “
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< llzn 2] > exp(([1Bell 1l + [1xilD) 111

n :
i=1

= op(1)
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Es gilt zusatzlich

n
B ; exp(a + B{ x;)
a E i(0t)ziz; = “ii
n — OBz = nexp( Olt)zl+eXp (ce + B xi) -

2 Z exp(B{ xi) 2T
1+ exp(as + B x;)

Schwaches Gesetz liefert:

e
1+ exp(at + ﬁt X/)

] + 0p(1)
Majorisierte Konvergenz liefert

=E [exp(ﬂt Xi)ziz; } +op(1)

=My
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Beweis Idee:
e Schreibe Loglikelihood-Funktion um in die Form
1sTVs+ Bl's+ C, + ry(s), V symmetrisch und r,(s) € op(1)
o ZGW Linderberg liefert B, —p N(0, W;)
o Zeigen direkt V —, W,
e Basic corollary und Slutsky liefern die Aussage
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Als letztes kombinieren wir die obigen Resultate. Gl. (14) und (15) liefern

folgende Darstellung von ~:
y(u) = 0.5u” Meu + a,ti(0)u + op(1)
e Da a;1i(0) —p N(0, My), liefert das " Basic Corollary”

an(f — 6:) = M 1a;ti(0) +op(1)
N’
~N(0,M;1)

@ Wegen der Voruberlegung gilt aber
an = /nexp(ar) = \/E[exp(ﬁfx7)1](1+op(1)) und es folgt somit

V(0 — 0) = \/E [exp(87 x)] M7 a5 i(0)(1 + 0p(1))

~N(0.E[exp(BT )| M; )
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Theorem 2 und 3

Beweis Idee ist identisch zu Theorem 1!
o Schreibe Loglikelihood-Funktion um in die Form
1sTVs+ Bls+ C, + ry(s), V symmetrisch und r,(s) € op(1)
o ZGW Linderberg liefert B, —p N (0, W)
o Zeigen direkt V —, W5
e Basic corollary und Slutsky liefern die Aussage

Lassen den Beweis weg.
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Diskussion

@ Wir haben gesehen, dass die Grenzverteilungen mit einer
Geschwindigkeit von —= erreicht werden.

VG
@ Dies impliziert eine Inhomogene " Informationskonzetration” in den
Daten (seltene Cases enthalten mehr "Information” als Controls)

@ Subsampling verandert dementsprechend den Informationsinhalt des
Datensatzes kaum und liefert eine gute Effizienz

@ Oversampling verfalscht signifikant den Informationsinhalt des
Datensatzens und liefert eine schlechtere Effizienz
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