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Aufgabe 1 (5 Punkte). Sei X ein re�exiver Banachraum und sei E ⊂ X∗. Zeigen Sie, dass

E⊥ = {0} genau dann gilt, wenn spanE = X∗ ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei Ω ⊂ Rn messbar. Sei f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) mit p, q ∈ [1,∞]. Seien
r ∈ [p, q] und θ ∈ [0, 1] so, dass 1

r = 1−θ
p + θ

q gilt. (Hierbei wird die Konvention 1/∞ = 0
verwendet.) Zeigen Sie, dass f ∈ Lr(Ω) ist und es gilt

‖f‖r ≤ ‖f‖1−θp ‖f‖θq.

Hinweis: Nutzen Sie die Hölder-Ungleichung und |f | = |f |θ|f |1−θ.

Aufgabe 3 (5 Punkte). Sei Ω ⊂ Rn messbar. Sei 1 ≤ p < q <∞.

(a) Zeigen Sie, dass L1(Ω) ∩ L∞(Ω) dicht in Lp(Ω) ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Menge

M :=
{
f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω)

∣∣ ‖f‖q ≤ 1
}

abgeschlossen in Lp(Ω) ist.
Hinweis: Man kann z.B. die Re�exivität des Lq(Ω) und den Satz von Eberlein-�muljan
verwenden.

(c) Seien fn ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω), n ∈ N, und sei f ∈ Lp(Ω) so, dass

‖fn − f‖p → 0 und supn∈N ‖fn‖q <∞

gilt. Sei r ∈ [p, q). Zeigen Sie, dass f ∈ Lr(Ω) ist und ‖fn − f‖r → 0 gilt.

Aufgabe 4 (6 + 4 Punkte). Sei Ω ⊂ Rn messbar mit |Ω| < ∞. Sei 1 ≤ p < ∞ und 1
p + 1

p′ = 1
(wieder mit 1/∞ = 0). Seien un, u ∈ Lp(Ω), n ∈ N, so, dass un ⇀ u in Lp(Ω) gilt. Weiterhin

gelte un → v f.ü., wobei v eine messbare Funktion ist. Das Ziel dieser Aufgabe ist zu zeigen,

dass u = v f.ü. gilt.

(a) Zeigen Sie, dass v ∈ Lp(Ω) ist.
Hinweis: Lemma von Fatou.

(b) Für k ∈ N de�nieren wir

Ek :=
{
x ∈ Ω

∣∣ supn≥k |un(x)| ≥ k
}
.

Zeigen Sie, dass limk→∞ |Ek| = 0 gilt.

(c) Sei k ∈ N. Zeigen Sie, dass für jede Funktion w ∈ Lp′(Ω) gilt

lim
n→∞

∫
Ω

(un − v)wχΩ\Ek
dx = 0.

Hinweis: Satz von Lebesgue über dominierte Konvergenz.

(d) Folgern Sie, dass u = v f.ü. gilt.

Es gibt 4 Zusatzpunkte für eine Lösung der Aufgabe ohne der Voraussetzung |Ω| < ∞. (Ab-

schnitt (c) darf in dem Fall modi�ziert werden.)


