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Aufgabe 1 (5 Punkte). Sei X ein Banachraum mit dim X = oco. Zeigen Sie das Folgende:
(a) Jede schwache (d.h. beziiglich 7(X, X*)) Umgebung der Null enthélt einen nichttrivialen
Vektorraum W.
Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass W = ﬂ?:l ker ¢; mit gewissen ¢p; € X*, j =1,...,n, gilt.
(b) Die schwache Topologie auf X ist nicht normierbar.
Hinweis: Wenn sie durch eine Norm || - || induziert ware, dann wdre der Finheitsball (be-
ziiglich || - ||) eine Umgebung der Null.

Aufgabe 2 (5 Punkte). Sei X ein Banachraum mit dim X = co. Mit Sx bezeichnen wir die
Einheitssphére
Sx={zeX ||z =1}

Zeigen Sie das Folgende:
(a) Wenn X* separabel ist, existiert eine Folge (z;,)nen der Elemente von Sy so, dass z,, — 0.
Hinweis: Nutzen Sie, dass die schwache Topologie auf Bx metrisierbar ist, wenn X* sepa-
rabel ist.

(b) Es existiert ein abgeschlossener separabler Unterraum Xy C X mit dim Xy = oo.

(¢c) Wenn X reflexiv ist, existiert eine Folge (2, )nen der Elemente von Sy so, dass z, — 0.

Aufgabe 3 (5 Punkte). Sei X ein Banachraum.
(a) Seien f, € X*, n € N, so, dass (f,,x) fiir jedes z € X gegen eine reelle Zahl konvergiert.
Zeigen Sie, dass ein f € X* existiert so, dass f, — f.
(b) Sei X zusitzlich reflexiv. Seien x,, € X, n € N, so, dass (f, x,) fiir jedes f € X* gegen eine
reelle Zahl konvergiert. Zeigen Sie, dass ein z € X existiert so, dass z,, — .
Aufgabe 4 (5 Punkte). Sei (X, | - |lx) ein normierter Raum. Zeigen Sie, dass die folgenden
Aussagen dquivalent sind:
(a) Die Norm || - || x ist strikt konvex.

(b) Wenn z,y € Bx \ {0} und ||z + y|x = [lz[|x + |lyllx gilt, dann existiert ein A > 0 so, dass
r = )y ist.



