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Im Folgenden sei L?((—m, 7)) der komplexe normierte Vektorraum der messbaren Funktionen
f:(=m,m) — C, wobei die Norm || - ||2 durch das Skalarprodukt

(f,9) =), f(x)g(x)dz
induziert ist.
Aufgabe 1 (4 Punkte). Zeigen Sie, dass die Funktionen

1 ikx
er = e, ke,

ein Orthonormalsystem in L?((—, 7)) bilden.
Aufgabe 2 (6 Punkte). Sei f : R — C eine 27-periodische Funktion so, dass Re f, Im f € C'(R)
gilt. Sei zg € [—m, 7. Fiir jedes n € N definieren wir P, f := > ;. (f, exr)ex. Zeigen Sie das
Folgende:

(a) Fiir jedes n € N gilt

(Pnf)(z0) — f(x0) = % 3 / (f(zo+ 2) — f(xo))e *dz
k=—n""T
= i " f(.’l)() + Z) — f(l'o) (62inz . e—i(n—‘rl)z)dz
2T o 1— 6*7;2 .

Hinweis: Y p__, e~ % summiert man als eine geometrische Reihe.
(b) Die Funktion g : (0,27) — C, definiert durch

oy - L)t

ist beschrinkt auf (0, 2m), d.h. es gilt sup.¢ (g o) l9(2)| < oo

)

(c) Esgilt (P,f)(xzo0) = f(x0), d.h. die Fourierreihe konvergiert punktweise.
Hinweis: Wenn g € L*((—m, 7)) ist, kann man Aufgabe 1(a) auf (g,e_2,) und (g,ent1)
anwenden.

Aufgabe 3 (5 Punkte). Zeigen Sie, dass das Orthonormalsystem (ey,)ren vollstindigin L2((—m, 7))
ist.
Hinweis: Nutzen Sie die Dichtheit glatter Funktionen und die restlichen Aufgaben.

Aufgabe 4 (5 Punkte). Sei Q C R" offen und beschrinkt. Fiir k € L?(2 x Q) definieren wir
(KD)@) = [ K i

1. Sei k € C(Q x Q). Zeigen Sie, dass K : L2(Q2) — L*(Q) dann kompakt ist.
Hinweis: Zeigen Sie mit Hilfe von Arzela-Ascoli, dass K : L*(Q) — C(Q) kompakt ist.

2. Sei k € L2(Q x Q). Zeigen Sie, dass K : L?(Q2) — L?(Q) dann kompakt ist.
Hinweis: Approximieren Sie k und nutzen Sie, dass der Grenzwert kompakter Operatoren
kompakt ist.



