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Hilfreiche Definitionen: Eine algebraische Basis (Hamel-Basis) eines Vektorraumes X ist eine
linear unabhingige Menge B C X, so dass jedes x € X als endliche Linearkombination von
Elementen aus B darstellbar ist. Die Dimension von X ist die Anzahl der Elemente von B.

Aufgabe 1 (5 Punkte). Seien X,Y normierte Vektorraume und A : X — Y ein linearer Opera-
tor. Beweisen Sie, dass die folgenden Aussagen dquvivalent sind:
(a) A ist Lipschitz-stetig,
(b) A ist stetig,
(c) A ist stetig in 0,
(d
(e) A ist beschrankt.
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Aufgabe 2 (5 Punkte). Uberpriifen Sie, ob der Operator T': X — Y linear ist und ob er stetig
und/oder beschrénkt ist.

(a) X = (CH([0.1]), I - lso) , Y = (C([0,2]) || - [|oo) , T = f".
(b) X = (L*([0,1]),]] - |1).Y = [R,|-]),Tf = sup{c > 0|c < |f] fast iiberall auf [0,1]}.

Aufgabe 3 (5 Punkte). Sei (X, ||+ ||x) ein normierter Vektorraum mit algebraischer Basis B.

(a) Sei p € L(X,R). Zeigen Sie, dass ¢ durch seine Werte auf B definiert ist, d.h. wenn ¢(z)
fiir alle x € B definiert ist, dann existiert genau ein lineares Funktional ¢ : X — R, so dass
o(x) = @(x) fiir alle x € B gilt.

(b) Zeigen Sie, dass ein unbeschrinktes lineares Funktional ¢ : X — R genau dann existiert,
wenn dim X = oo gilt.
Hinwets: Betrachten Sie eine abzdhlbare Untermenge der Basis und definieren Sie ein ge-
eignetes Funktional darauf.
Aufgabe 4 (5 Punkte). Seien (X, 7) ein topologischer Raum und M C X. Zeigen Sie:
(a) Die Menge M ist genau dann offen, wenn sie Umgebung all ihrer Punkte ist.
(b) Der Abschluss der Menge M ist abgeschlossen.
(c) Das Innere der Menge M ist offen.
(d) M abgeschlossen = fiir alle Folgen (zy,)neny C M mit z, — x gilt x € M.
)

(e) Setzen wir voraus, dass jeder Punkt von X eine abzahlbare Umgebungsbasis besitzt, dann
gilt auch ;<= “in (d).



