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Aufgabe 1 (6 Punkte). Sei X =
(
L∞(−1, 1), ‖ · ‖∞

)
. Für f ∈ X de�niere

〈ϕ, f〉 = ϕ(f) :=

∫ 1

−1
tf(t)dt.

1. Berechnen Sie die Norm ‖ϕ ‖X∗ .

2. Finden Sie eine Funktion f ∈ X mit ‖f‖X = 1 so, dass ϕ (f) = ‖ϕ‖X∗ gilt, oder beweisen

Sie, dass keine solche Funktion existiert.

3. Beantworten Sie (a) und (b), falls X =
(
C([−1, 1]), ‖ · ‖∞

)
ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Seien X,Y Banachräume, (X0, ‖ · ‖X) ein dichter Untervektorraum von

X und sei T ∈ L(X,Y ). Zeigen Sie, dass gilt

‖T ‖L(X,Y ) = sup
x∈X
‖x‖X=1

‖T (x)‖Y = sup
x∈X0
‖x‖X=1

‖T (x)‖Y .

Aufgabe 3 (4 Punkte). Sei X ein Banachraum und sei E ⊂ X ein Untervektorraum mit

dimE <∞. Zeigen Sie, dass E abgeschlossen ist.

Aufgabe 4 (6 Bonuspunkte). Sei X ein Banachraum und sei E ⊂ X ein abgeschlossener Un-

tervektorraum. Für jedes x ∈ X de�niere x̂ := {z ∈ X | x− z ∈ E}. Dann ist

X/E := {x̂ | x ∈ X}

ein Vektorraum. Wir de�nieren

‖ x̂ ‖X/E := inf
y∈E
‖x− y‖X .

Zeigen Sie das Folgende:

1. ‖ x̂ ‖X/E ist wohlde�niert, d.h. aus x̂ = ẑ folgt ‖ x̂ ‖X/E = ‖ ẑ ‖X/E .

2. ‖ · ‖X/E ist eine Norm auf X/E. Dies ist die Quotientennorm.

3. (X/E, ‖ · ‖X/E) ist ein Banachraum.

Hinweis: Sei (x̂n)n eine Cauchyfolge in X/E. Dann kann man wie folgt vorgehen:
(i) Wählen Sie eine Teilfolge (x̂k)k so, dass ‖x̂k − x̂j‖X/E ≤ 2−k für alle j ≥ k gilt;

(ii) Wählen Sie eine Folge (ek)k in E so, dass ‖xk−ek−xk+1+ek+1‖X ≤ ‖x̂k−x̂k+1‖X/E+

2−k gilt;

(iii) xk − ek → x ∈ X;

(iv) ‖x̂k − x̂‖X/E → 0.


