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Einfihrung

Problemstellung & Ziel

Mit welcher Wahrscheinlichkeit folgt den Inputdaten

Xn+1 = Xn+1 € RP, Klassifizierung Y41 = yne1 € {0,1,2,3,..., K}
(i.e. Zustand/Ereignis)?

Dichotomes (K =1) und polytomes (K > 1) logistisches Modell.

(Auch binar/multinomial).

., Logistic regression is the most common method used to model binary
response data.” (Hilbe)

.[...] [L]ogistic regression is by far the most popular modeling proce-
dure used to analyze epidemiologic data when the illness measure is
dichotomous.” (Kleinbaum, Klein)

Aktualitit Uberwaltigend
(X,)1=1Vv. B
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Einfliihrung - Beispiel

81 Realisierungen einer nach P verteilten Zufallsvariable
(Y, X) €{0,1} x R? (eigenstindig erdacht).
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X
g . . . ~ ,
Millionar - Einkommen. Fit nach LRM. UQA's. | ynivariate Qualitative Antwortmodelle

Tod in den nichsten 10 Jahren - Blutwert(ug/L),
(Antwort)Reaktion - Expositionsdauer/ -konzentration. =
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Univariate Qualitative Antwortmodelle (UQA'S) im dcnotomen Fai

Gegeben eine Funktion F : R - R und Daten (X1,...,X,) = (x1,--.,Xn)
ist ein univariates qualitatives Antwortmodell durch

P(Yv:1|Xv:Xv):F(X\;r00) v:l,...,n

definiert. Y, sind unabhingige, {0,1}-wertige Zufallsvariablen, 6y € RP ein
(unbekannter) Parametervektor und X, e RP. vve{1,...,n}.

Die Einschrankung (X,)1 =1 erlaubt eine groBere
Klasse von Modellen und insbesondere solche, die
nichttrivial unabhangig von den Daten (Xi,...,Xy) = (x1,...,x,) sind.

Eine abhangige Variable < Univariat.
[(Amemiya)]
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Wahl der Funktion -

F(x)=x
- coo mmm®meoe o so  op”
- D R@Ewse | o
T T T 1
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offensichtlicher Nachteil - , defect":
Wabhrscheinlichkeiten in R\[0, 1].

X —(2
F(x):cb(x):[w Lt

— 000 DE®WBOC 0 0O [}

Oft genutzt, Grundlage des

., Probit“-Modells. Aber: Konkrete
Rechnungen aufwendiger.

> Toleranzverteilung e 8
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Wahl der Funktion -

R - (0,1) Foo - oo 7
H et H . Vergleiche wie dhnlich
Die logistische Funktion A : L . L |
T+er L 4
T : Bem. nochmals:
i 0<A(x)<1
E sowie
e N (x) = A() (1= A(x)).
. u[--] [T]he choice of
) F is not critical as
- long as it is a
L N O A O B B rT 1 T 17 17 17 17171
T (Y S 1 2 3 4 distribution function.”
X (Amemiya)
w[.-] [E]xtremely flexible and easy used function.” (Hosmer, Lemeshow g
und Sturdivant). gl -
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https://www.wolframalpha.com 

Modell

Das dichotome logistische Regressionsmodell ist definiert durch
Y| Xy =x, ~ Ber(m(x,)) v=1,...,n,
wobei (Y,,X,) ~jiq P unbekannt, Y, € {0,1} und X, € RP.

7(x) = M(x o)
Aquivalent kénnen verwendet werden:

a) E[Y\ X, =x,] =7(x);

Oder
POYZx)  _ xT6o.
D) TRy €
P(Y " |xy . _
O In(Fekel) = xToo.  mit (V= (% 21X =

BURG
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Exkurs (Odds und Daten)

Fir Ereignisse E, E;, i =1,2 definieren wir Odds und Odds-Ratio:

odds(E) = 175,

oddsratio(E;, E;) := %.

Im logistischen Modell gilt unter dem wahren Parameter 6y und mit den
Ereignissen E={Y,=1|X, =x} & E1={Y,=1X, =x, +a-e&}; aecR:

_ P(E) _ mx) _ X0
odds(E) = TP(E) ~ Tmlx) € %,

- (xv+ae )TB (6,
oddsratioEs, E) = e = <520 - 00
= Ein um a € R hoherer Wert der k-ten unabhangigen Variable erhéht die
Chancen um den Faktor e (%)«

~ Interpretation der Parameter. Fit!
~Damit erleichtert sich die Interpretation.” (Backhaus et al.).
>...der Parameter.
Problem? je——
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Exkurs (Odds und Daten)

Starke: ,[...] ability to handle many variables” (Hosmer, L., S.).

- Metrisch- oder intervallskalierte Daten kein 'besonderer’ Umgang.

- Nominal- (Geschlecht, Ethnie, Erndhrung) und ordinalskalierte Daten
(Bundesligatabelle, Platzierung 3000m) mittels Dummy-Variablen.

Beispiel.: Betrachte nominalskalierte Variable Erndhrungsform; V € {1,2,3,4} und
1 = omnivor, 2 = vegetarisch, 3 = vegan, 4 = sonstige.
b stattdessen DV's einbinden: V; € {0,1};c(1,2,3}-

| Vi | Ve | Vs
vegetarisch 1 0 0
vegan 0 1 0
sonstige 0 0 1
omnivor 0 0 0

V1 bis V3, DV'’s. Eine weniger, da eine Referenzkategorie.

Eine Referenzkategorie. Wahl relevant.

BURG
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Der Parametervektory,

Wird aus Stichprobe "[ (Y1, X1),...,(Yn, Xa)] € [{0,1} x RP]" geschatzt.

Methode: Maximum Likelihood.

Li(d) = TTP(Y, = yu| X, = x,,0) = H()\(XTQ))}/‘/ (1-X(x]0))

ervXy To

n
Il
n
U ex;rﬂ’

1(0) := In(Li(0)) = Z YoxJ 0 —In(1+e?),

v=1
M =Y x(n - Mx]6)) 20 (Score Gleichung),
o0 v=1
32|(9) _ 1 T T T
T = 2 X AT A0).

Sehr wichtig: DieLog-Likelihood-ist strikt konkay- e )
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Eine kleine Geschichte: Es war einmal:

The consistency and asymptotic normality of é, can be proved, for instance, by combining
Theorems 5.7 and 5.39. (Alternatively, we may follow the classical approach given in sec-
tion 5.6. The latter is particularly attractive for the logit model, for which the log likelihood
is strictly concave in 6, so that the point of maximum is unique.) For identifiability of & we
must assume that the distribution of the X, is not concentrated on a (k — 1)-dimensional

Van der Vaart.

Aber:

if w # 0. The last incquality is a result of the assumption (3.2): If
nal,(X, %) converged to 0 as n tends to infinity, we would have

P 1 o
NG KB @, (X, B) e

which is a contradiction. The

We shall assume that the Hessian matrix of log L, is invertible.

Tessian matrix Hp, , ”,(m is thy

positive definite and E g, , is strictly convex in B(8°,4)

the hypotheses M1 and M2, the absolute minimum [inf o .

solute maximum of In L) is not only unique butieonverges/in probability w Gourieroux, Monfort.
Beer.

Grundannahmen in soweit ich das tberblicken kann allen Beweisen
zu Existenz, Konsistenz, asymptotischer Normalitit des MLE zielen
auf Invertierbarkeit der Hesse-Matrix ab.

Van der Vaart irrt.
Gegenbsp. siehe Ausarbeitung. o
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Der Parametervektory,

Mit

X11 X12 - X1p Al
X:=()?.1 22 X2P) yi= (Vi,eeoyVn)' = =W
;\n

Xnl Xp2 -+ Xnp

’ Xi= (A 0),Mx20),...,A(x10))" \ und [A, =X, (1-X,) =W,

gilt:
Score Gleichung: X" (y-X)=0
Hesse Matrix: H=-X"WX.
H ist negativ semidefinit:

p N
xTHx = —(Xx)TWXx = —a'Wa=-Y a’A, <0 VxeR"\{0}.

v=1

Ist X mit vollem Rang und n > p, so folgt Definitheit mit entsprechender
Invertierbarkeit der Matrix H. §
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Der Parametervektorg, (Newton-Raphson)

Ausgehend nun von Realisierungen (Y., X,) = (yv,x,), v=1,...,n.
Losungsverfahren (der Score Gleichung): i.A. Newton-Raphson

-1
9k+1 _ ek _ 82|(9) al(e)
06067 00 ’

0kt = gk 4+ (XTWX)IXT(y - X)
= (XTWX)IXTwz *

Mit z := X0K + W (y - X).

* 16st g.k.Q. Problem: ‘ mingere Si.; W, (2, — xJ 0)2. ‘

(Im Falle X nicht vollen Rang (bzw. n < p ~ Gene): andere Methoden
~ Levenberg-Marquardt.) J—
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M-Schatzer

Sei Xi,..., X, Stichprobe einer Verteilung P und 6y € © ein
unbekannter Parameter (bzw. Funktional) (zugehdrig) der
Verteilung (im log. Modell bedingten Verteilung Y, |X,).

Definition

Jeder Schatzer 0, € ©, der eine sogenannte Kriteriumsfunktion
1 n
0~ Mn(0) = - > mo(Xy)
v=1

maximiert heit ein M-Schéatzer. Die Summanden sind bekannte
Funktionen my : X — R ausgewertet an der Stichprobe Xi,..., X,.

Im Falle der Differenzierbarkeit von my:

no9
g X,) =0,
VZ=:1 00 m9|9=9argmaan(e)( )=0

sofern natiirlich kein Randmaximum vorliegt, bzw. © offen ist.
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Z-Schatzer

Sei Xi,...,X, Stichprobe einer Verteilung P und 6y € © ein
unbekannter Parameter (zugehorig) der Verteilung*.

Definition

Jeder Schatzer 0, € ©, der eine sogenannte Schatzgleichung

Wa(0) = = 3 w(X,) =0

L |

erfiillt heiBt ein Z-Schéitzer. Die Summanden sind bekannte
(vektorwertige) Funktionen 1)y ausgewertet an der Stichprobe
X1,y Xn.

Oftmals Koordinatenanzahl von 6 und vy ibereinstimmend, z.B. im Falle
des Gradienten g = Vmy =: %me.

Aquivalent: " vg.x(X,) =0, k=1,2,....p. — ..
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Im Allg. sind Z-Schétzer keine M-Schéatzer, miissen also
insbesondere auch kein Maximierungsproblem l6ésen.

Trotzdem Verwendung ,,M-Schatzer"!
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Beispiel 1, Lageparameterschatzer

Lage: Erwartungswert, Median
Schatzer: Stichprobenmittel, Stichprobenmedian (z.B.).

(X, -6)=0 und > sign(X,-60)=0
v=1 v=l
= Z-Schatzer.

Z-Schitzer 0, welche ¥"_; (X, — 0) = 0 fir ¢ eine reellwertige

Funktion erfiillen, heiBen Lageparameterschitzer.
Location Estimator

Engl.: Location Equivariance:
@,,(X1+s,...,X,,+s) :HA,,(Xl,...,X,,) +s, seR

Nicht skaleninvariant!:
0,,(aX1, ey aX,,) * a@,,(Xl, .. ,Xn), ace R-(i.A.)
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.. weiterfiihrend: Redescending Estimators und Robust Statistics

Hier interessant: Huber- (, Hampel-, Tukey-, etc.) Schatzer ~
'Robust Statistics’
Vgl. Staudte S. 118, Huber S.100-103, Van der Vaart S. 43!
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Beispiel 2, Maximum-Likelihood-Schatzer

Sei Xi,..., X, unabh. Stichprobe einer Verteilung P mit Dichte
(bzw. Zihldichte) pg. Dann lést der MLE MLE das Problem

@E%Xéln(pe)(Xv)'

= Der Maximum-Likelihood Schéatzer ist ein M-Schatzer.
Im Falle der partiellen Diff'barkeit (fiir jedes x) auch Z-Schatzer:

n 8 n ﬁpe
Za— )=Z(—89 )(Xv)=07
ausgewertet bei OMLE = ¢,

Nun: Beweise von Theorem 1 und Theorem 2. Zuvor einige vorbereitende
Lemmata und Definitionen.

BURG
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Grundlagen

Asymptotisch Normalverteilt.

Eine Folge von Schatzern (é,,),,eN fiir fg € © heiBt asymptotisch
normalverteilt, falls eine Folge (1n(00),0(00))nen existiert, so,
dass 5

Un(‘go)_l(én — 1tn(00)) — N(0, C)

fiir eine Kovarianzmatrix C.

(9n)neN ist ein konsistenter Schatzer fiir 0y € ©, g.d.w.

Pgo (”é\n —90” > 6) —0

Ye >0 und eine jeweilige Norm || - ||.

1
FREIBURG

UNI
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Grundlagen

Seien X, und X vektorwertige Zufallsvariablen. Dann gelten

x5x > x 2 x

P D
X,—c < X,—c, ceR.

Lemma 2. Lemma von Slutsky

Seien X, Y, und X [vektorwertige] Zufallsvariablen mit X, 5 x

D . .
und Y,, — c fir eine Konstante c. Dann ist
. D
N X+ Y, — X+c
. D
i) Y X, — cX

i) Y1 X, LR X, wobei ¢ # 0.

A\
BURG

Die letzteren beiden Produktkonvergenzen sind auch im Falle einer matrixwertigen Variable Y, korrekt. EE
Fordere fiir iii): ¢ invertierbar.
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Grundlagen

O-Notation

Fir eine Folge von Zufallsvariablen (X,)nen gilt:

X,=0p(1) & X, >0 < P(|X,]|>¢) >0 Ve 0.

(Xn)new heiBt stochastisch beschrinkt genau dann, wenn
es fir jedes € >0 ein M > 0 gibt, so, dass fiir n € N beliebig

P(|Xa]| > M) <e.

Dies wird X, = Op(1) notiert.

Es gelten

Op(].) + Op(l) = OP(].) &
Op(L)op(1) =op(1). | &

BURG
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V() = % Yo e(Xy) [ =Pa(0)/
W(0) = Pty

Notation: Pf := [ fdP

einfacher Oberpunkt, z.B. ¥, — Ableitung
doppelter Oberpunkt, z.B. ¥, - zweite Ableitung

Xi,..., X, iid. Stichprobe der Verteilung P.

BURG
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Fiir jedes 8 € © (© c RP, offen) sei die Abbildung 6 — 1y(x)
zweimal stetig differenzierbar fiir alle x. Weiter sei Pig, =0,
P, ||? < oo und die Matrix Py, existiert und ist nichtsingular.

2 .-
Fiir die partiellen zweiten Ableitungen gelte |% <P(x),
i0Uj
mit einer integrierbaren, messbaren Funktion 1 fiir alle 6 in einer
Umgebung B von 6. x = 1y(x), x = (g)jx(x) und

x = () jjk(x) seien messbar fiir alle 6 € B.

Dann erfiillt jede konsistente Schitzfolge 0, mit \Il,,(é,,) =0VneN
die Eigenschaft

V(0 ~ 00) = ~(Pig,) " —= Z oy (Xy) + 0p(1)
und ist damit asymptotisch norma/verte:/t:

V(B - 60) 2> N (0, (Piigy) Py gy (Pigy)Y). o &

BURG
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Beweis von Theorem 1

Taylor: . o
W (6n)=0=Vn(00) +Wn(00) (In —00) + 5 (0n = 00) " Wn(0n) (0 — )
fur ein 6, =(1-5)0 +s6,, s€[0,1].

Merke {é,, € B}.
Zeige:
Zentraler Grenzwertsatz: /nWV,(6o) Lz ~N(0, ngoz/);;)
SGGZ: W,(fo) > V = Py,
SGGZ: V(6,) = Op(1).

Daraus folgt: —W,(6p) = (V +o0p(1)) (0, - 6o)-

Ziel des Theorems: —V_lﬁ\Un(Ho) +o0p(1) = /n(6, - 6p). E
-}
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Schritt 1, 2

ViV,(00) 2 Z, mit Z ~ N (0, Py )

Beweis. Wn(fo) =  Tuo1 Yo, (Xy)- E[1g,(X1)] = 0 (nV).
(Xv)v=1,...n iid. = (g, (Xy))v=1,....p iid., wg. g, messbar.
Zentraler Grenzwertsatz. O

P .
U, (60) — V = Py,

Beweis. W,(6) = % Y01 e, (X,).
(Xo)v=1,....niid. = ((¥g,(Xv))ij)v=1,....n iid., da (1)g,);; messbar.
Schwaches Gesetz der groBen Zahlen, Lemma 3 und Frobeniusnorm.

BURG
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Schritt 3.

V(0,) = Op(1)
afaﬁlT W(h,) ist Tensor dritter Stufe, wobei
2%y, | hier jeweils die Indizierung mit 6,

20007
: weggelassen wurde.

P
80067

9 (e )i (x)
96,00,

{GA,, € B} und das schwache Gesetz der groBen Zahlen durch

<1(x) auf

Beweis. Verwendet 1) messbar, die Abschitzung |

1/2
P
| Allns :=( > a,?jk) (Hilbert-Schmidt Norm).

ij.k=1

~ AuBerdem Prohorov: X, 5 x = X,=0p(1). O

BURG
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Damit ist insgesamt
~VH/aW,(60) +0p(1) = V(05 — 6p).

~W,(0o) = (V +0p(1)) (6 — o).

Sei V € RP*P nichtsingular. Ist S € RP*P eine Stoérung von V' mit
IV=Y|IS]l < 1, so ist V + S nichtsingular und

[V

V+S) g ——» .
I+ < vy

Beweis. Siehe Werner (1992).

Nun A, := {é,, eBIn{|VY llop(1)] <1}: P(A,) — 1. .
Mittels A,, Slutsky, Lemma 1 und der Regularitat von V = Py,:

Vil =00) 2> -V7Z = N0,V Py, (V7))

[m}
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Voraussetzungen identisch zu Theorem 1.

Die Wahrscheinlichkeit P(W,(0) = 0 fir mindestens ein 6 € ©)
konvergiert gegen 1.

Es existiert eine Folge von Nullstellen von W ,(8), nenne 8,,, so,
dass 0, — 0o in Wahrscheinlichkeit.

BURG
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Beweis von Theorem 2

Taylor:

W(0) =Pipg = Pig, + Pijig, (0 — 00) + 2(6 — 00) T Ptpz(6 — 6o)
fiir ein 0 = (1-52)0p + 520, sp€[0,1].

Idee: Zeige mit Taylorentwicklung fir W,(#), dass

P( sup [|[W,(0) =¥ ()| < (5,7) -1

0€AG§,,

fur genauer zu konstruierende Folge(n) d, und davon abhéngige
Ag,, - Der FPS von Brouwer (essentiell fiir die Definition der
entsprechenden Funktion ist der Satz lber inverse Funktionen)
liefert das Theorem.
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Zeige Py differenzierbar in 6y € ©; Finde Matrix A € RP*P mit

im PYo - (Ptg, + A(0 — b))
6—0q ||9—90||

=0.

Fir A= Pd}go erfillt (verwende komponentenweise Beschranktheit
der 2. Ableitung). Weiter ist (selbiges Argument) ¥ in ganz B
differenzierbar. Bemerke Py = W(6). Existenz Piy, = Existenz Piy.

Ableitung stetig? - Ja, auf ganz B. Wichtigste Beweiskomponente:
Taylorentwicklung (zeilenweise!) von W(6);

Py invertierbar? - Ja aber nicht unbedingt auf ganz B, i.A. in
(kleiner(er)) Umgebung von 6y — Beweis Stérungslemmal

nenneld

BURG
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Satz Uber die inverse Funktion.
Sei Ud c RP offen und W = Py e C1(U,RP). Ist W(fy) invertierbar, so gibt
es eine offene Umgebung Gs von 0, so dass gilt:

@ Q= V(Gy) ist offene Umgebung von 0 = W (6,)

@ Vg, ist Diffeomorphismus der Klasse C*.

Vi,

. B(U,in),"/;//

v e

****** = offen
= abgeschlossen

BURG

v : A, — B(0,0) ist Homéomorphismus.
|AG<5 Gs ( ’ ) bijektiv, stetig, Inpverse stetig
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Wir sind im Beweis von Theorem 2

Mittelwertsatz im Mehrdimensionalen (vgl. Forster, 2017).
= diam Ag; <c-20
Zweite Taylorentwicklung zeigt (vgl. Idee)

sup [Wa(6) = W(O)| < [Priba, | +¢- 25 |Pathg, = Pibgy | +¢2 - 26% - p*2 Py
GEAG(; ~—— —
op(1) =op(1)

o1 S (X)) c? 267 P2
n,a

Op(1)

Mit ’ aeR, X,=0p(1)=a+X,=0p(1) ‘ und
’6 eR = dop(1) =o0p(1) ‘:

sup |W,(0) —W(0)] < op(1)+dop(1l) +3°Op(1). o

GGAGS ——— e

BURG
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Nullfolgen 4,

Sup [Wa(8) = W(6)|| < 0p(1) +op(1) + 62 Op(1).

Es gibt 6, | 0 mit P(op(1) +8,0p(1) > 36,) — 0.
Bsp: 4, := 2%, 6>0, k21, Ny minimal mit max{P(op(1) + 4, 0p(1) >
36,),P(op(1) + 8, ,,0p(1) > 36, )} < 15r ¥n2> Ny

P(op(1) + 8jop(1) > 18))

I
I
i
I
x x x x x i
0 S 1
x x * x
X " 10
X % % x
X gt
k%
X g1

BURG

Dann 5[\/‘(71, .. ‘75Nk_1 = 6,’(, NO = 1. 38
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Nullfolgen 4,

sup |W,(0) - W(0)] < op(1) +dop(1) +6%Op(1).
06AG¢5
Es gibt 6, | 0 mit P(oP(l) +dp0p(1) > %5,,) - 0.
Bsp: 4, = 2%, d>0, k21, Ny minimal mit max{P(op(1) + 6, 0p(1) >

26,),P(op(1) + 8, ,,0p(1) > 38, )} < 15r ¥n> Ny

P(0p(1) + 0p (1) > 167)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

7575 duew|

BURG

Ny N, N3 J—
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Khns, - Konsistenzumgebung

Sei solche Nullfolge 0, mit P(oP(l) +0p0p(1) > %6,,) — 0 gegeben.

Mit der Abschatzung
SUPgeA, [W,(0) -W(0)] < op(1) +0p(1) +3520p(1) und

Kns, =1 sup [[Wa(0) - W(0)] <n}
GeAcén

gilt:

P(Kn,én) =P (9::p ||\|J,,(9) - W(9)|| < 6n)
> P(oP(l)n+ 6n0p(1) +620p(1) < 6,)
> P ({op(1) +8a0p(1) < %} n {530,:(1) < %})

>1-P ({OP(l) +8y0p(1) > %}) _p ({op(1) > %}) Y
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Nullstelle von W, in Ag,

Damit ist auf K, 5, := {supeeAcé |W,(0)—W(8)| <d,} die Funktion
x = x—W, oW (x) (1)

Selbstabbildung der Kugel B(0,4,).

Da die Abbildung aus (1) stetig ist, hat sie mit dem Fixpunktsatz von
Brouwer™ einen Fixpunkt in B(0,d,). = W, hat Nullstelle in Ag;, - O

BURG

*Sei f : By — By stetig. Dann existiert ein £ € By mit f(&) = £. Beweis. Siehe Werner (2009).
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Gezeigt wurden:

a) Es existiert mit gegen 1 konvergierender Wahrscheinlichkeit eine
Nullstelle der Abbildung 6 — W, (0) = Pyibg = 1 520_1 e (X,).

P({Es existiert NS in @}) >P ({Es existiert NS in Ag; < 9})
2P(K,s5,) = 1.

b) Es existiert eine Folge von Nullstellen dieser Abbildung so, dass
0, — 09 in Wahrscheinlichkeit.

P([|6n - 6ol > €) = P({[16n — b0l > €} 0 1n) + P({[10s = 6o]| >} 1 15) > 0.
Mit 0, € A(;&n Nullstelle |Existenz, sonst 0, beliebig, I, := {é,, € A(;&n .

O
BURG
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Kommentar

Ab nun: rg(X) = p fir n hinreichend groB.

BURG
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Beweis der Voraussetzungen

Fir Konsistenz, Existenz und asymptotische Normalitat des MLE im
logistischen Regressionsmodell ist also mit (Y, X) ~ P zu zeigen:

T
1. 6> VliIn (;:799) zweimal stetig diffbar fiir jedes (y, x).

T T
&% 0 yx' @
2. (yvx)'_)vln(m)v (_y,X) agagkl (lieﬁ) und

93 < 0 . . .
(y,x) ~ 56;06,00 In (m) messbar fiir 8 in einer Umgebung von 6.

vxTo
3. E[v|9_0 |n(7le+ m)]=
wTo \||?
4. ||V|9 0 1+exTe) < 00,

.

. . vxTo

5. Erwartungswert der Jacobimatrix|,_, von VIn (:W
+e

) existiert und die
erwartete Matrix ist nichtsingular.

6. Es existiert eine integrierbare und messbare Funktion )(x) mit
2 w6 - .
i (vin (257)) | <600 Vi

in einer Umgebung von 6. e, ol

BURG

Hier nur ,,(x)", siehe nichste Folie.
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Beweis der Voraussetzungen

XTG
1.0~ Vlin (::exTG) zweimal stetig differenzierbar fiir jedes (y, x).
T
0y _ T
Vin ( 1+eXT9_)r =x(y - Ax 9)3— ] b.v.
52 wloy g o x1 0
59,00, " ( 1e+eXT9 ) = o0 %k 1ieXT9 =Tk (1:eXT9)2 ' bv.
83 yxT9 _ F) xTo _ l_exTG)exTe
90:00;00; " ( 1iexT9 ) = 0,9k (1+eeXT9)2 Tk Ty .
2. Die Messbarkeit der jeweiligen Abbildungen folgt direkt der
(komponentenweisen) Stetigkeit der Abbildungen
eyxT0
Goreex(y - ).
eXT9
(y,X) =2 —&ka und
1= exTG)exTB
(.yvx) = _XI'XJ.Xk (1 + eXT9)3 ° d w__g__
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Beweis der Voraussetzungen

T
yx 0 . . . . .o
1.0~ Vin (1‘i TG) zweimal stetig differenzierbar fiir jedes (y, x).
o
xT 6
Vin (eyiT) = x(y = M(x79)), b.v.
e 9T T T
52 XN g X0 'O
9000 In ( 1+ex' 0 ) T T80 K e T T Ty bv.
XT9 l_exTG)exTe

93 eyXT‘9 _ ) e _
0,00;00% " ( lex'0 ) T T90, K (et oyz T TR T (o Teys

Setze weiter voraus:
IMgeR: |(X1)k| < My, firalle k=1,...,p.

Siehe z.B. Gourieroux, Amemiya, Nordberg. ..

6. |55 (vin (25)) | < 260 Vi k.

T Toy xTo
62( (eyxe))|_|_.. (- yer 7 3
|89f89j Vin 1+ex 0/l ik (1+eXT9)3 < Mo 9
-3
. A Lt sk e =
~ )(x) = Mg messbar, integrierbar. O -gé-'
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Beweis der Voraussetzungen

T
X % |

T 1
1+eX %

.
3. E[Veo In (;{:Xfe)] =0, mit E[Y|X] = 7(X) =

" E[X (n(X) - 7(X)E[1X])]

e[ x (el _ e
1+eX %0 1+eX" %0
E

Xk(Y— X" og )

1+eX" 00

|

] < oo dank Monotonie d.EW’s/ Vor. 4. O
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Beweis der Voraussetzungen
vxTo

eYXTe
LT e

2
]<m; \alwoeR: |(X0)k| < Mo, Vk=1,...,p.\

2] -E [Z: (X (Y- )\(XTQO)))2]

E[XkY ]+ E[XEN(XT00)°] - 2B [XE Y A(XT60) ]

tvjﬁ I\t’jﬁ

IA

E[Xc]+ E[X(]

x
Il

1
_2ZP:E[M§] = 2pM; < oo,
k=1

wobei wir hier erneut die Monotonie des Erwartungswertes genutzt haben. O

BURG
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Beweis der Voraussetzungen

- - eYXTQ - -
5. Der Erwartungswert der Jacobimatrix|,_, von Vn (m) existiert
und die erwartete Matrix ist nichtsingular.

vxTo
. . . e .
Die Komponenten der Jacobimatrix|,_, von VIn (m) sind:

2 eYXT9
|
90,00, " (1 +eXT9)

exT 6o

S e —
=0, (1+eX70)2

Damit ist

X706,
_ijk.E]

XT6,

E - -
(1+eXT%)2

<E

X X -

(1+eXT%)2

]sE[M§-1]=M§.1

und der Erwartungswert existiert. Die Invertierbarkeit werden wir fordern.

BURG
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Wir haben gesehen

Unter den Bedingungen

1. (Yy,X,),v=1,...,nsind ii. nach P verteilt,
2. My eR: |(X1)k| < My firalle k=1,...,p,

. . T exi'—eo
3. der Invertierbarkeit von E[—X1X1 W] und
1+e7170

4. rg(X) = p fir ein NeN,
ist der Maximum Likelihood-Schatzer des logistischen

Regressionsmodells existent, konsistent und asymptotisch
normalverteilt!

Allgemeine Theorie: Theorem 1 und Theorem 2.
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Und fiir viele mehr siehe in der Ausarbeitung!

BURG
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Vielen Dank fiir eure Aufmerksambkeit!

Fragen?
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