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Grundlegendes Erinnerung

Klassifikationsproblem

(X, Y) Paar von Zufallsvariablen auf X x {0,1}

P die zugehorige gemeinsame (unbekannte) Verteilung
Trainingsmenge (X1, Y1), ..., (Xh, Ys) iid nach P
Klassifikator t : X — {0,1}

Wahrscheinlichkeit fir Missklassifikation P(Y # t(X))
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Grundlegendes Erinnerung

Bayes-Klassifikator

Wahrscheinlichkeit fiir Missklassifikation P(Y # t(X))
Regressions-Funktion n(x) = P[Y = 1|X = x]
Bayes-Klassifikator s*(x) = 1,(x)>1/2

Wissen: (Vortrag 2) s* minimiert Missklasifikation

Wissen auch: 7(x) nahe bei 3 ist schlecht
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Grundlegendes Erinnerung

Loss-Funktion

@ Bayes-Klassifikator s* minimiert Missklasifikation
@ Relative Loss-Funktion ¢(s*,t) = P(Y # t(X)) — P(Y # s*(X))
misst Genauigkeit eines Klassifikators t

o Erwartetes Risiko E[¢(s*,5)] zur Analyse eines Schatzers §
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Grundlegendes Erinnerung

Empirical Risk Minimization (ERM)

System messbarer Mengen A
Modell S = {14, A € A} die Menge der zugehdrigen Klassifikatoren

Als Schatzer fiir s* nehmen wir Minimierer des empirischen Kriteriums
p

t_>'7n = ZILY;ét

Ziel ist es, S so zu wahlen, dass der Bias inf;cs ¢(s*, t) klein genug
bleibt, wahrend

@ S nicht zu "groB"wird
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Grundlegendes Erinnerung

Regressionsmodell

Betrachten &1, ...,&, iid auf Raum Z mit gemeinsamer Verteilung P
& = (X, Y;) iid nach P verteilt

X Werte in X

Y Werte in [0, 1]

Regressions-Funktion n(x) = E[Y|X = x]

Suchen Schatzer fir n
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Grundlegendes Erinnerung

Erwarteter Verlust

@ Suchen Schatzer fir n = E[Y|X = x|
@ S Menge aller messbaren Funktionen von X nach [0, 1]
@ Loss-Funktion v : S x Z — [0, 1], so dass

o Gute Funktion s = arg mincs E[y(t, )] minimiert den erwarteten
Verlust

@ Sprich: relativer Verlust {(s,t) = E[y(t,-) —v(s,-)] >0 VteS

e Wir wahlen v(t, (x,y)) = (y — t(x))?, da n (bzw. s*) das Minimum
von E[(Y — t(X))?] auf S liefern
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VC-Klassen

Zerschmettern
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Grundlegendes [IAVIGRNEESY

Zerschmettern

Definition
Sei A C PX ein Mengensystem und C C X

Dann zerschmettert A die Menge C
= {ANC:Ac A} =2¢ = |{ANC: Ac A}| =2l

@ Sprich: wir kénnen jede beliebige Teilmenge von C durch den Schnitt
eines Elements von A mit C gewinnen

Beispiel

X = R?, A = {alle abgeschlossenen Halbebenen im R?},
C = {X]_,X2,X3 S ]R2}

o A zerschmettert < x1, X0, x3 nicht kolinear
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[GNGIEEREEC  \/C-Klassen

VC-Klassen

Definition
Die VC-Dimension V eines Mengensystems A ist
V = sup{#C : A zerschmettert C}

@ Sprich: die groBte Kardinalitat von Mengen C, die von A
zerschmettert werden

@ Wenn beliebig groBe Mengen von A zerschmettert werden ist V wie
erwartet oo

Definition
Im Falle, dass V < oo nennen wir die Klasse A VC-Klasse

@ Benannt nach Vladimir Vapnik und Alexey Chervonenkis
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Grundlegendes Entropie mit Klammern

Entropie mit Klammern

Definition
Gegeben f,g : X — R bezeichnet [f, g] die Menge der Funktionen
u: X—>Rmitf<u<g

Definition
Eine e-Klammer beziiglich || - [|r,,(,,) ist eine Klammer [f, g] mit
1 = &l <€

Definition
Die L1 (p)-Entropie Hi(e, S, i) bezeichnet den Logarithmus der kleinsten
Anzahl von e-Klammern [f, g] bzgl || - [|r,, (), so dass diese S abdecken
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Grundlegendes Entropie mit Klammern

e-Netze

Definition
Sei (S, d) ein metrischer Raum. Wir nennen G C S ein e-Netz, falls
VOeS Fbpe G:df,00) <e
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Grundlegendes Entropie mit Klammern

Kullback-Leibler und Hellinger

Definition
Seien P, @ WahrscheinlichkeitsmaBe, die absolut-stetig bezliglich eines
MaBes A seien. Wir definieren den quadratischen Hellinger-Abstand als

2
) _Lf 4P _ [dQ
7-l('D’Q)_2/( d\ d)\) dA
Definition

Fur diskrete WahrscheinlichkeitsmaBe P, @ auf dem selben Raum X
definieren wir die Kullback-Leibler-Information

P(x)
K(P,Q) = P(x)lo
(P.0)= 3 P g(Q(X))
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Motivation Resultat von Vapnik und Chervonenkis

Resultat von Vapnik-Chervonenkis

A eine VC-Klasse, S das zugehoérige Modell und VC-Dimension V
P(S) die Menge aller gemeinsamen Verteilungen P, so dass s* € S
(man beachte, dass sowohl 7 als auch s* von P abhingen)

5 der Empirical Risk Minimizer (ERM)
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Motivation Resultat von Vapnik und Chervonenkis

Die Abschatzungen

@ erhalten folgende Abschatzung fiir globale Konstanten k1 und ko
(Vapnik & Chervonenkis)

%4
sup E[((s*,8)] < k1y/ —
PeP(S) n

und, falls2 <V <n:
, . ox v
inf sup IE[{(s",3)] > ko —
® PeP(S) n

wobei das Infimum (ber alle Schatzer genommen wird
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Motivation Beurteilung der Abschatzung von VC

Beurteilung der Abschatzung von Vapnik Chervonenkis

Diese Abschatzungen sind (iber-pessimistisch (also schwach)

Man betrachte die Giber-optimistische Situation, wo Y = n(X)
(wir nennen P in diesem Fall zero-error Verteilung)

Erhalten eine neue Minimax-Abschatzung

74
inf  sup E[{(s",3)] > K2

5 P zero—error

Das gibt Moglichkeiten fiir eventuell scharfere Abschatzungen, von
denen wir einige in den Hauptresultate kennen lernen werden
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Hauptresultate Abschatzung nach oben

Vorbereitende Definitionen

Definition

Wir bezeichnen mit C; die Klasse der monoton steigenden, stetigen
Funktionen ¢ : R4 — R4, so dass x — ¢(x)/x monoton fallend auf
(0, +00) und ¢(1) > 1

Eigenschaft

Wir bezeichnen eine Menge S mit der Eigenschaft (M), wenn 35’ C S
abzahlbar s.d. Vt € S gibt es eine Folge (tx) C S’ s.d.

VX € Z,'}/(tk,X) — ’Y(t, X)) k — o0

Definition
Wir bezeichnen mit d eine Halb-Metrik auf S x S, so dass
Varp[y(t,) — (s,-))] < d?(s,t) VteS
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Hauptresultate Abschatzung nach oben

Weitere Begriffserklarungen

Bias 4(s,S) = infies {(s, t)

Loss-Funktion y(t, (x,y)) = (y — t(x))?

Relativer Loss {(s,t) = E[y(t, ) —y(s,:)] VteS
Empirische Loss-Funktion v,(t) = 1 327, 4(t,&)

Zentrierter empirischer Prozess 7,(t) = v,(t) — E[y(t, )]
Die gute Funktion s = arg min;cs E[y(t, -)]

Fir p > 0 ist ein p-Schatzer § fiir s, so dass v,(5) < p + infresyn(t)
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Hauptresultate Abschatzung nach oben

Theorem 2

@ Seien ¢,w € Cq

e Unser Modell S C S erfiille die Bedingung (M)
o Es gelte d(s,t) <w(\/{(s,t)) VteS

o Vuec S Vo>0:¢(c)<no?:

VnE sup  [Fn(u) — Fn(t)]| < (o)

teS’,d(u,t)<o

o ¢, sei die eindeutige Lésung von v/ne? = ¢(w(ex))
Dann exisiert eine globale Konstante «, so dass

Vy > 1:P[l(s,8) >2p+20(s,S) + re?] < e

Inbesondere gilt:

E[((s,3)] < 2(p+ £(s, S) + re?)

Bastian Schnitzer (Universitit Freiburg) Risk Bounds of Statistical Learning 20. Juli 2020
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Hauptresultate Abschatzung nach oben

Talagrand’s Ungleichung (Version von Bousquet)

@ F abzidhlbare Familie messbarer Mengen
@ v,b > 0 so dass
o Vf € F:||f|loc < b,supger Var(f) <v

o Z = suprer(Vn(f) — ()
Dann gilf fiir alle y > 0 :

P

<e

n

Zzﬂﬂ+¢

(v 4bE(Z])y | by]
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Hauptresultate Abschatzung nach oben

Lemma 5

Seien S eine abzahlbare Menge und u € S

a:S— Ry, sodass a(u) = infies a(t)

Z ein von S indizierter Prozess

Wir definieren B(e) = {t € S|a(t) < €}

Es gelte sup.cp(e) [Z(u) — Z(t)| habe endlichen Erwartungswert
Sei ¢ : Ry — R4, so dass 1(x)/x monoton fallend

Und erfiille T [sup,cp()[Z(u) = Z(£)]] < v(e) fir alle € > e, > 0

Dann gilt fir alle x > ¢, :

Z(u) - Z(1)
E [sup { 200 F x2

H < 4x72(x)
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Hauptresultate Abschatzung nach oben

Beweis Theorem 2

e S erfillt die Bedingung (M)
Finden also Folge (tx) C S, S’ abzahlbar, so dass fir alle t € S :

Ely(te, )] = E[y(t,-)]

Daraus folgern wir

s, S)=1{(s,5)
Und finden einen Punkt 7(s) € S’ so dass gilt:

s, m(s)) < L(s,S) + €2
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Hauptresultate Abschatzung nach oben

Beweis Theorem 2

e Da 5 ein p-Schétzer, gilt: v,(5) < p + infres ya(t)
@ Definieren x := /k’ye, fiir ein k' > 1, das wir spater wihlen

@ Definieren weiter (vielleicht hier der Einfachheit halber t aus S’)

Yn(7(5)) — 7n(t)
Vi =
L U(s t) + €2 1 x2

Mit der Forderung, dass Vi < 1/2 erhalten wir folgende Abschatzung

((s,3) < 2(p + (s, 7(s))) + €2 + x*)
Und damit

P[((s,8) > 2(p + £(s,S)) + 3¢ + x*] < P[V, > 4]
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Hauptresultate Abschatzung nach oben

Beweis Theorem 2

e Wir haben (s, 7n(s)) < {(s, S) + €2
o Da Varp[y(t,") — 7(s,-)] < d?(s, t) firalle t € S
e Und d(s,t) <w(\/{(s,t)) furalleteS

Woraus wir folgern, dass

(Varp[y(t, ) = 7(m(s), )DV? < 20(y/ (s, t) + €2)
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Hauptresultate Abschatzung nach oben

Beweis Theorem 2

o Mit (Varp[y(t, ) — y(m(s), ))"? < 2w(\/ (s, t) + €2)

@ Und wir definieren w1 = 1 A 2w

Erhalten wir mithilfe der Monotonie-Bedingungen an w, dass

P(t, ) = (= (s), ')] < wi(x)

{(s,t) + x? x4

sup Varp
tesS

Und auf der anderen Seite, da v nur Werte in [0, 1] annimmt:

s

U(s,t) +x2

sup
teS

Bastian Schnitzer (Universitit Freiburg) Risk Bounds of Statistical Learning 20. Juli 2020
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Hauptresultate Abschatzung nach oben

Beweis Theorem 2

UJ2X
o Es gilt sup;cs Varp[ (5 3(E6))) < 109

o Und supes || W3R o <

Wir verwenden Bousquet's Version von Talagrand’s Ungleichung mit
v =w?(x)x"* und b = x~2 und erhalten auf einer Menge Q, mit
Wahrscheinlichkeit gréBer als 1 — e™

s <ot R

nx> nx>

Bastian Schnitzer (Universitit Freiburg) Risk Bounds of Statistical Learning 20. Juli 2020
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Hauptresultate Abschatzung nach oben

Beweis Theorem 2

@ Weitere Schritte fiihren uns zur Erkenntnis, dass fir alle € > eﬁ
E| sup  (Fa(w(s)) = ()| < B(2V20(c))
teS’ U(s,t)<e

o AuBerdem ist § — $(2v/2w(#))/6 monoton fallend

Wir verwenden Lemma 5, um zu zeigen, dass:

8v2
Vi

Und Uberlegungen an die Monotoniebedingungen von w und ¢ bringen uns
ZUu:

E[V,] <

< 4nei
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Hauptresultate Abschatzung nach oben

Beweis Theorem 2

2(w§ (x)x—24+4E[V«])y

nx?

Haben Vi < E[V,] + \/
Und E[V;] < 822

+ % auf Q,

e Mit weiteren Monotonie-Uberlegungen und

o Der Definition von x% = k’ye?

Erhalten wir auf Q,, dass

v < sf (1+4/\/E)+i

\F K/ 3k’
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Hauptresultate Abschatzung nach oben

Beweis Theorem 2

o Haben P[{(s,8) > 2(p + £(s, S)) + 362 + x?] < P[V, > 3]

e Und Vi < 8—\)? +/ w + 5 auf Q,, wobei P(Q,) >1—e™”

Wir kénnen nun also ' so wahlen, dass V, < 1/2 und erhalten:

P[l(s,3) > 2(p + £(5,5)) + x> + 362 < P(Q) < e

Und fiir kK = k’ 4+ 3 erhalten wir die gewiinschte Abschatzung:

P[l(s,8) > 2p+20(s,S) + keZ] < e

Integration liefert:

E[((s,3)] < 2(p + £(s,S) + Kke?)
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Hauptresultate Abschatzungen nach unten

Begriffserklarung

e Fir alle h € [0, 1] bezeichne P(h, S) die Menge aller gemeinsamen
Verteilungen P mit s* € Sund [2n(x) —1| > h Vxe X

e Und P(h, S, i) die Menge der Verteilungen P in P(h, S) mit
vorgeschriebener Randverteilung p auf X

@ Wir betrachten im Folgenden das Minimax Risiko
Rn(h,S) = inf sup [E[{(s",3)]
€S peP(h,S)
@ Und entsprechend
Rn(h,S,p) = inf  sup E[((s",3)]
8€S peP(h,S,p)

@ Wobei das Infimum jeweils iiber alle Schatzer auf Grundlage von n
Testdaten genommen wird
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Hauptresultate Abschatzungen nach unten

Theorem 4

o Gegeben h € [0,1]
o Falls A VC-Klasse mit Dimension V > 2
@ Und S das zugehérige Modell

Dann existiert eine globale Konstante «, so dass

Ra(h,S) > Kk (:) A v

n n

falls n>V
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Hauptresultate Abschatzungen nach unten

Lemma 7

e Seien h € [0, 1], u ein W-MaB auf X und T eine Menge von
Klassifikatoren auf X

e Fir alle t € T definieren wir P; als W-Verteilung auf X x {0,1} so
dass unter P;, X die Randverteilung p hat und

P:(Y|X = x) = n:(x)” (1 — n:(x)) (Bernoulli)

e Fir Partition X = X1 U X, sei ne(x) = (14 (2t(x) — 1)h)/2Vx € X1
und n¢:(x) = t(x) =0Vx € A,

Fir t,s € T gilt dann fir den Hellinger-Abstand zwischen P; und Ps
H2(Pe, Ps) = (1= V1= h?)|[t = 5Ly
Und falls h < 1, betragt die Kullback-Leibler-Information

1+h
K(Pe, Pe) = hog (17 ) £~ 5l
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Hauptresultate Abschatzungen nach unten

Ungleichung von Assouad

@ Sei P eine Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen und

@ Gebe es eine Familie C C P mit #C = 2"

o Wir schreiben C = {P,},c(0,1}r

o Weiter erfiille fiir 3 > 0 und fiir alle x,y € {0,1}" mit ||x — y|lz, ()

H2(Px, Py) < B

Dann gilt fiir alle n > 1

inf  sup E[l(s),s;)] > %(1 - \/M)

x€{0,1}" yefo,1}r
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Hauptresultate Abschatzungen nach unten

Beweis Theorem 4

@ Haben A VC-Klasse, zerschmettert also eine Menge

{X1,X2,...,Xv} g X

@ Definieren eine Verteilung 1 mit Support auf {x,...,xy} durch

ulxi)=p V1<i<V-1

plxv) =1-p(V-1)
e Mitp>0und p(V—-1)<1
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Hauptresultate Abschatzungen nach unten

Beweis Theorem 4

@ Haben Verteilung p auf X und definieren weiter
o Firalle b€ {0,1}V~1
e Eine gemeinsame Verteilung Pp, auf X x {0,1} so dass

@ X die Randverteilung p und Y gegeben X = x Bernoulli-verteilt zum
Parameter

1
n(xi) = 5(1+(2b,-—1)h) Vi<i<V-—1

n(xv) =0
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Hauptresultate Abschatzungen nach unten

Beweis Theorem 4

@ Bendtigen hier, dass A die Menge {x1, x2, ..., xy} zerschmettert und
damit

P, € P(h,S) Vbe{0,1}V1
@ Also ist

{Py,be{0,1}Y"1}} C P(h,S)

@ Das bendtigen wir in Assouad’'s Lemma
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Hauptresultate Abschatzungen nach unten

Beweis Theorem 4

@ Gegeben einen Schitzer § definieren wir b so dass

min sty — 5|l = |

* a4
b'e{0,1}V-1 %2

o Dadurch und weitere Uberlegungen erhalten wir eine Abschitzung

1]

h
Rn(h,S) > = inf sup  E[l[sy — s}
2 be{0,1}V=1 pe{0,1}V-1
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Hauptresultate Abschatzungen nach unten

Beweis Theorem 4

o Wir verwenden Lemma 7 und erhalten fiir alle b, b’ € {0,1}V~!

H2(Pp, Py) = p(1 — V1~ h?2) (Z Lp,2b7)

@ Das angewandt auf Assouad's Lemma bringt uns zu

V-1
Ra(h, 3) 2 ‘B4nh

e Falls h> \/(V —1)/n und fiir den Fall h < \/(V —1)/n nehmen wir
h=\/(V—=1)/n

o Daauch {Py, b € {0,1}V~-1}} C P(h,S) erhalten wir
V-1
54nh
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Hauptresultate Abschatzungen nach unten

Beweis Theorem 4

o Haben R,(h,S) > ¥t falls h > /(V—1)/n
® Und Rq(h,S) > %=, falls h < \/(V =1)/n

@ Was uns zu der gewiinschten Abschatzung fiihrt

Vv Vv
> - =
Ra(h,S) > K (nh> A

n
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Hauptresultate Abschatzungen nach unten

kombinatorische Eigenschaft von Klassen A

Definition

Seien D, N € N und A C P*. Wir sagen A besitzt die Eigenschaft
(AN,D)r falls

3 Punkte x1,x2,...,xy in X so dass die

Spur von x = {x1,x2,...,xy} auf A Tr(x) ={ANx:Aec A}

alle Teilmengen von x mit Kardinalitdt D enthalt

o per Definition erfiillt jede VC-Klasse A mit Dimension V die
Bedingung (Ay p) firalle1 <D <V
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Hauptresultate Abschatzungen nach unten

Theorem 5

e SeiD>1
o A erfillle (Ay,p) fir alle N € N mit N > 4D
e hel0,1)

Dann gibt es eine globale Konstante ¢, so dass

()

Ra(h,S) > c(1 — h) D

n

falls h> /2
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Hauptresultate Abschatzungen nach unten

Lemma 8

Sei N> 1 und
(Pi)o<i<n eine Familie von Verteilungen, wobei

(Ai)o<i<n eine Familie von disjunkten Ereignissen

Wir definieren a = min<;<p P;i(A;) und setzen
o K=N1N. K(P;, Py)
Dann gilt:
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Hauptresultate Abschatzungen nach unten

Beweis Theorem 5

@ Wir betrachten die Menge {xi, X2, ..., xn} die wir durch (An p
erhalten

@ Und gehen 3hnlich vor wie im Beweis von Theorem 4

@ Waibhlen aber statt dem Hyperwiirfel

be{0,1}N = {be {0,1}’V\ZN:b,-: D}

i=1

e Und P analog als gem Vert auf X x {0,1} mit Randverteilung p auf
X und Bernoulli-Verteilung zum Parameter 7,(x;) von Y gegeben
X = x; mit

1
mb(x) = 5(1+ (26 —1)h) V1<i<N
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Hauptresultate Abschatzungen nach unten

Beweis Theorem 5

e Mit der Eigenschaft (Ay p) erhalten wir, dass

P, € P(h,S) Vbe{0,1}}

o Weiter stellen wir fest, dass wir eine Menge C C {0, 1}N mit

Ra(h, 5) = 5 Inf sup Ef|ls; = s 1]

2 b

@ auch so wahlen kénnen, dass
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Hauptresultate Abschatzungen nach unten

Beweis Theorem 5

@ Wir verwenden das Lemma 8 und kdnnen zeigen, dass

. K
inP = b) <O0. —
bec o(b=b) < 0.71V log(#C)

Wobei
— n
K=—— Y K(Pb Pgy)
#C -1 beC,b£by

Fiir einen Punkt by € C und einen beliebigen Schatzer b
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Hauptresultate Abschatzungen nach unten

Beweis Theorem 5

Hatten bereits R,(h, S) > hﬁ infgee ( — minpee Pp(b = B))

o Mithilfe von Lemma 7 erhalten wir
_ 4Dh?n
K< ——
—(1- h)N

Und mit minpee ]Pb(b =b) <0.71V Iog(#C)

@ Koénnen wir nun weiter abschatzen und erhalten nach ellenlangen
Rechnungen die gewiinschte Abschatzung

1+|og<"g2>]
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Hauptresultate Abschatzungen nach unten

Theorem 6

@ Sei p ein WahrscheinlichkeitsmaB auf X und
@ S ein Modell auf X so dass fiir positive Konstanten K1, Ko, €q, r gilt

Kae " < Hi(e,S,p) < Kie "

fur alle 0 < € < ¢

Dann gibt es positive Konstante K in Abhangigkeit von K1, K5, €g, r, so
dass

Rn(h, 5,/1,) > K(l i h)l/(1+r)[(hf(lfr)/(lJrr)nfl/(1+r)) A n71/2]

falls n > 2
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Hauptresultate Abschatzungen nach unten

Beweis Theorem 6

Fiir jeden Klassifikator t inS setzen wir wieder analog zum Vorherigen
ne(x) = (1+ (2t(x) — 1)h)/2

Und definieren P; als die gemeinsame Verteilung auf X x {0,1}

Mit der Randverteilung © von X

Und P:(Y|X = x) = n:(x)” (1 — n:(x)}Y) fiir y € {0,1}

in den vorherigen Beweisen erhalten wir fiir eine Teilmenge C C &

=

1
Rn(h,S) > 3 ;ggiggﬂﬂ[lls — §[4]
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Hauptresultate Abschatzungen nach unten

Beweis Theorem 6

@ Wir iiberlegen uns auf Grundlage von Yang und Barron ein Argument
mit e- Netzen beziglich L (u)

o Dazu sei C’ ein e-Netz von S
@ Und fiir C > 1 sei C"” ein Ce-Netz von S

Jeder Punkt von C’ muss also in einem Ce-Ball um einen Punkt aus C”
liegen

Demnach gilt fiir alle t, t’ € C, wobei C ein Schnitt von C" mit einem
solchen Ball von maximaler Kardinalitdt bezeichne:

e < ||t —t'||1 <2Ce

Und auBerdem

|Og(#C) > Hl(E, SIU’) - Hl(C€7 Snu‘)
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Hauptresultate Abschatzungen nach unten

Beweis Theorem 6

o Mithilfe von Lemma 8 erhalten wir im Fall, dass K < 0.71 log(#C)

Ra(h, S) > (he/2)(1 — 0.71)

@ Und mit Lemma 7 fiir eine geschickte Wahl von C und Cj in
Abhangigkeit von K1, Ko, r

_ h?
<
/C_(l_h>e

@ Und fiir eine geschickte Wahl von C und C; in Abhangigkeit von
Kl, KQ, r

’C < 8l h2 6].-‘rl‘
log(#C) — G \1—h
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Hauptresultate Abschatzungen nach unten

Beweis theorem 6

e Haben R,(h,S) > (he/2)(1 — 0.71), falls K < 0.71 log(#C)
K 8n h2 1+r
o Und ey < & (5)
Woraus wir folgern kdnnen, dass

Ra(h, S) > (he/2)(1 — 0.71)

Wann immer

2
%" <1hh> <071
1=
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Hauptresultate Abschatzungen nach unten

Beweis Theorem 6

1—h
@ Durch Umformen und der Annahme, dass 0.71(;/8 < 6(1)'”

Erhalten wir mit der Wahl von

o haben R(h, S) > (he/2)(1— 0.71), falls & (/%) e+r < 0.71

1/(1+r
. <0.7§C1) /+) pe2/ (L) (1 Y1) p=1/ (1)

dass € < €, falls nh®> > 1, woraus wir folgern, dass

Rn(h, S,,u,) > K/(l o h)l/(1+r)(h—(l—r)/(1+r)n—1/(1+r))

fiir eine Konstante K’ in Abhiangigkeit von K1, Ko, r, €g
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Hauptresultate Abschatzungen nach unten

Beweis Theorem 6

e Haben falls nh®> > 1
Ra(h, S, 1) > K'(1 — h)l/(1+r)(h—(1—r)/(1+f),,—1/(1+r))
e Falls jedoch nh? < 1, ersetzen wir h durch h = n'/2 und erhalten

Ra(h,S) > K"\/1/n

fiir eine Konstante K” in Abhangigkeit von K1, K>, r, g und damit
letztendlich zu der gewiinschten Abschatzung

Ra(h, S, ) > K(1— m)Y/0H0[(h= (0G0 =t/ o p=1/2)
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