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nichtparametrische Regression

Regressionsmodell lineare Einfachregression

. niid Vektoren X; € [0,1]¢ fo(x) ist eine Gerade: f(x) = By + p; X

« nabhangige Variablen ¥; € R ->Struktur ist bis auf zwei unbekannte Parameter festgelegt

Definiere flr ein f : [O,l]d — R ->Schéatzung der Regressionsfunktion wird auf die Schétzung der unbekannten

Parameter zurlickgefuhrt

Vi e N: Y, = f(X;) + €; mit¢; standardnormalverteilt und unabhangig von (X);
Problem: Es wird ein linearer Zusammenhang angenommen, ist das korrekt?

nichtparametrische Regression

Es wird keine spezielle funktionale Form der Regressionsfunktion angenommen.

Regressionsproblem: Qualitative Modellannahme: f, hinreichend glatt

Finde in Abhé&ngigkeit von den Daten ((X;, Y}), ..., (X, Y,)) einen mdglichst ->funktionale Form der Regressionsfunktion wird aus den Daten bestimmt
guten Schatzer f, fir f,.

(vgl. Fahrmeir L., Kneib T)



Motivation

Deep Learning: visuelle Bilderkennung, Spracherkennung,...

Wesentlich: Lernen mit Daten, einfaches Retraining und hohe Flexibilitat

siehe Vorlesung Deep Learning (Prof. Dr. Harms)



Motivation

Approximationstheorie

Neuronale Netzwerke zur Approximierung von Funktionen
-> Dichtheit neuronaler Netzwerkfunktionen in vielen Funktionenraumen

[Cybenko 1989]

-> Multilayer Feedforward Networks are Universal Approximators

[Hornik, K]

Generalisierungsfahigkeit
Achtung!! ,Unreasonable Effectiveness of Deep Learning in artificial intelligence®-

Sejnowski, T.



Neuronale Netzwerke

Neuronale Netzwerk-Architektur (L,p)

L € Z fur die Zahl der Hidden Layers
beziehungsweise fur die Tiefe

p=(po-.->pr.1) € N2 fir die Weite

Neuronales Netzwerk (Netzwerkfunktion) f: R% — R+t x> f(x) = Wye oy e Wy _je0y,  ecee W ooy o Wyx

Netzwerk-Parameter: W; eine p; X p,, | Gewicht-Matrix

v; € RPi Verschiebungsvektor.

Aktivierungsfunktion
c:R->R

o(x) = max(x,0)
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shifted Aktivierungsfunktion

Parameterwahl

Neuronale Netzwerke

oy:R"—= R furv=(v,..., v,) € R’

Y1 o(y; — V1)

Yr o(y,—v,)

Po=dundp;. =1



Mathematische Definition ist aquivalent zur grafischen Reprasentation
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Notation

-x = (xq, ... ,xd)T Vektor
d
: 1 - : :
x|, =) I )P mit x| == max x| und |x] = ) 1,
l

i=1 ’
- If1l, == W1l o) sei die LAp-Norm auf D wann immer keine Zweideutigkeit auf

dem Definitionsbereich D besteht
- Fur zwei Folgen (a,),, und (b,), :
< b, falls eine Konstante C existiert, sodass: a, < Cb, fur alle n

n

a, < b, falsa, < b,und b, < a,
- log, fur den Logarithmus zur Basis 2

- | x| fur die kleinste ganze Zahl gréBer gleich x
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f(x) &

Parameter

e Parameter-Trick:
Indikatorfunktion leicht durch RelLLU-Funktion abschatzbar:
x — o(ax) — o(lax — 1)

 In der Praxis: kleine Parameter

o beschranken die Parameter im Absolutwert durch 1
o grof3e Tiefe L und gro3e Zahl von potenziellen Netzwerk-

Parametern
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Netzwerk-Klasse und Schatzer

L o . .
Netzwerk-Klasse F (L, p) := {f Netzwerkfunktion .jilgaXL [Willoo V [vi], < 1}

L
s-besetzte Netzwerk-Klasse & (L, p, s) := F(L,p, s, F) ;=3 f€ F(L,p) : Z ||Wj||0 + Ivjlo <s, ‘
=0

flo || <F

A 1 ¢
Empirische Risikominimierung: f, € arg min — Z (Y; — f(X)))?
feF(L,p,s) N i
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Parallelen und Unterschiede zum Klassifikationsproblem

Erinnerung Klassifikationsproblem:

Seien (X;, Y), (X5, Y,), ... ~ P. Finde in Abhangigkeit von Daten ((X;, ¥}), ..., (X, Y,)) einen moglichst guten Schétzer von f, := argmax P(Y =y | X = -).
yey

« Kilassifikation: endlich viele Werte; Regression: Y kann unendlich viele Werte annehmen (in R)
»  Die Varianz V[X,, Y;] (Ungenauigkeit) kann von dem Wert X; abhangen. Im Regressionsmodell ist V[Y;| X:] = V[e;] = 1 unabhéngig von der Position X..

Aber Begriffe lassen sich ahnlich verwenden:

) i [ . [ ¢ _
. “estimation error’ Ao f) = D (Fon for FLop.s. F)) = Ep | =) (G=F(X)P = inf = (¥, = f(X))?
n - feF(L,p,s,F) n -

(vergleiche 3. Vortrag: 'Algorithmus-Risiko’)

- Klassifikationsproblem: Minimiere Risiko beziliglich des Bayes-Klassifizierers. Hier: Minimiere Risiko beziglich f, also

R(f, f) = E [(fX) — £,(X))]



Funktionenklasse

Regressionsfunktion Hélder-stetig mit Konstante /3

MiniMax-Rate n~?”/(2P+ fijr den Vorhersage-Fehler:

inf  sup  R(f,. [

A

In f,€€(q,d1,B.K)

curse of dimensionality
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Hierarchische Struktur
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Regressionfunktion

Regressionsfunktion fo = g,° &, _1°...° 8 ° &

- mitg: : [a, bi]di — [a;, 1, bi+1]di+1

. &;; P-Holder-Stetig &

. g livariat

Holder-Ball (D,K)= qf:DCR > R: Y [[0%lo+ Y T
a:lal<p a:lal=| f| HYEDXFY [x =yl

|0%(x) = 0| _ K}

=> gl] = %’fl( [a‘, bl] tia Kl)

l

also zugrundeliegender Funktionenraum

g(g» da ta ﬂa K) .= {f: gq °©...° g() : gi — (gl])] : [aia bi]di — [ai-|-19 bi+1]di+17 gl] E Cgfi([ai, bi]tia K)a fur ein |ai | ’ ‘bl‘ S K}
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effektive Stetigkeit-Indizes

q
pr =P H (LA D)

[=i+1
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Theorem 2
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Theorem 5

Betrachte eine beliebige beliebige Funktion f & Cf([O,l]”, K), ganze Zahlenm > 1 undN > (f+ 1) V(K + 1)e’.
Dann existiert ein Netzwerk f € F (L, (r,6(r + [B])N, ....,6(r + [B])N, s, o) mit der Tiefe
L=8+ m+5)(1+ [log,(r vV )|) und Parameterzahl s < 141(r +  + DHCFIN(m + 6), sodass

., n N
1f = fll o1y < QK 4+ D(1 + r* + f56'N2™" + K3N~.
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Bewels-ldee

siehe Vorlesung Deep Learning von Dr. Harms
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Lemma 3

Fir die Funktionf =g o...egy="h o ...0 ho und die Funktion 7%- gibt Lemma 3 folgende Abschatzung:

+ I+ ’Bl/\l
|y o...ohy—hyo...ohglleqoim < K H(ZKl)ﬁl 12 [172; — \\Lm([oll]dl)
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Betrachtet wird das d-variate nichtparametrische Regressionsmodell flr eine zusammengesetzte

Regressionsfunktion in der Klasse £(q,d, t, 3, K). Seifn ein Schatzer mit Werten aus der
Theorem 1

,,,,,

() FF > max(K,1),

q
(i) ) log,(4t; v 4B)logyn < L S ngb,,
i=0

(i)ng, < min p,
i=1,....L

(iv) s < ng, logn.

Es existieren Konstanten C, C’, welche nur von ¢, d, t, #, ' abhdngen, sodass falls
A (f.. fo) < Cp Llog® n, dann

(1) R(f, fp) < C'¢p,Llog’ n,
Und falls

A (f..fo) = C Llog® n, dann

1 A A .
(2) FAn(fn’f()) < R(f,. fo) < C'A(J fo):
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(1 = ©)*A,(for fo) = Ten S RS fp) < (14 6)2< inf If = foll% + An(fn»fo)) + Ten

feF(L.p,s,F)

Bewelis-ldee
> Zeige 7, , < C'¢,L1og2n

pann: (1 — €)2A (f,, ;) — C'dp Llog 2n < R(F., £) < (1 + 6)2( inf  |If=fl1% + An(fn,fo)> + C'p Llog 2n
feF(L,p,s.IF)

-> Wahle C = 8C’, ¢ = 1/2 fur die untere Schranke, ¢ = 1 fur die obere Schranke

Damit ist die untere Schranke in (2) bewiesen.

FUr die oberen Schranken:

-> forme Regressionsfunktion um

-> konstruiere und erweitere die Netzwerk-Klasse mittels VergroB3erung, Komposition von Netzwerken, HinzuflUgen von
Layern in den Netzwerken, Parallelisieren von Netzwerken

-> bis hin zu der Netzwerk-Klasse & (L, p, §)
. 7 _2Bi* 28;* 2p;
> it ||f*—fll,, LCmax N & <C'max ¢ i n i+
*eF(L,p,s) =

> inf If* Al < Co,

*eF(L,p,s)
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Ausblick

Folgerung 1

n
Sei fn € arg min Z (Y, — f(Xl-))2 ein empirischer Risiko-Minimierer. Es gelten dieselben Voraussetzungen wie in
feF (Lp.s.F) 1=

Theorem 1. Dann existiert eine Konstante C’, welche lediglich von g, d, t, /3, F abhangt, sodass

R(f,. fo) < C'¢,Llog’ n.

Theorem 3

Minimax Schéatzrate fUr den Vorhersagefehler
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Vielen Dank fur lhre Aufmerksamkeit!
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