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Grundlegende Fragestellung

e P Verteilung auf [0,1] x {—1,1}

o Th:=((X1,Y1)ses (Xny Ya)) ~ é P Trainingsdatensatz
i=1

o (fo)aen C {f :[0,1] = Rmb.} Funktionenfamilie

Finde abhangig von T, ohne Kenntnis von P ein a € A, sodass f, mdglichst
geringes Risiko besitzt.

Algorythmus: ® : ([0,1] x {—1,1})" = (fa)aen
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Risiko

e g:[0,1] — R messbar
o L:Rx{-1,1} — [0, 00] Verlustfunktion

Risiko:
Rip(g) == Ex,v)~pr [L(g(X), Y)] € [0, 00]
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Risiko
e g:[0,1] — R messbar
o L:Rx{-1,1} — [0, 00] Verlustfunktion
Risiko:
Rip(g) == Ex,v)~p [L(g(X), Y)] € [0, ]
Aufteilung:

Ri.p(g)= Ripr(g)— Ollfg\ Ri.p(fa)

Algorithmus-Risiko (estimation error)

inf Ry p(fo) — inf Ry p(f
+o'2/\ Le(fa) f:[0,1]—>|{n—1,1} mb. Le(f)
Familien-Risiko (approximation error)
inf Rup(f
+ f:[O,l]—)I{n—l,l} mb. L7P( ) g
Grund-Risiko (statistical risk) T '§§"
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Wiederholung der Grundlagen

Empirical Risk Minimization

Algorythmus fiir beliebige Familie (f,)aen:

. 1
®(Ty) = argmin R, , (fa) = arg min ; L(fa(Xi), Y7)
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Wiederholung der Grundlagen

Empirical Risk Minimization

Algorythmus fiir beliebige Familie (f,)aen:

. 1
®(Ty) = argmin R, , (fa) = arg min ; L(fa(Xi), Y7)

Problem:

@ groBes Algorythmus-Risiko (Overfitting) bei zu groBen Familien (£ )aen
e groBes Familien-Risiko bei zu kleinen Familien (f,)aen
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Abschatzungen

Mogliche Formen:

o Epen [RL,P(cb(Tn)) ~ inf Rup(f)] < C(n)

o Ppen (RL,p(cb(Tn)) Rup(f) > s(n)) < C(n)

- inf
f:[0,1]—={—-1,1} mb.

Sollten am besten fiir ganze Klassen von Verteilungen gelten.
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Hilbertrdume mit reproduzierendem Kern

Hilbertraume mit reproduzierendem Kern (RKHS.)

(H, (-, -)n) ist ein Funktionen-Hilbertraum auf [0, 1], falls:
e HC {f:[0,1] — Rmb.} Vektorraum
o (-,-)y: Hx H—R Skalarprodukt
@ H beziiglich || - || vollstandig
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Hilbertrdume mit reproduzierendem Kern

Hilbertraume mit reproduzierendem Kern (RKHS.)

(H, (-, -)n) ist ein Funktionen-Hilbertraum auf [0, 1], falls:
e HC {f:[0,1] — Rmb.} Vektorraum
o (-,-)y: Hx H—R Skalarprodukt
@ H beziiglich || - || vollstandig

Wir definieren fiir jedes x € [0, 1]:

ox: H—=R ; ox(h):= h(x)
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Hilbertraume mit reproduzierendem Kern (RKHS.)

Definition:

(H,{(-,)y) ist RKHS. & Vx € [0,1] : oy ist stetig
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Hilbertrdume mit reproduzierendem Kern

Hilbertraume mit reproduzierendem Kern (RKHS.)

Definition:

(H,{(-,)y) ist RKHS. & Vx € [0,1] : oy ist stetig

Darstellungssatz von Riesz (fiir Hilbertraume):
Sei H ein Hilbertraum. Fir jede stetige lineare Abbildung (Funktional)
¢ : H — R existiert ein eindeutig bestimmtes h, € H, sodass

VfeH: o(f)=(f,hy)n.
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Hilbertrdume mit reproduzierendem Kern

Hilbertraume mit reproduzierendem Kern (RKHS.)

Definition:

(H,{(-,)y) ist RKHS. & Vx € [0,1] : oy ist stetig

Darstellungssatz von Riesz (fiir Hilbertraume):
Sei H ein Hilbertraum. Fir jede stetige lineare Abbildung (Funktional)
¢ : H — R existiert ein eindeutig bestimmtes h, € H, sodass

VfeH: o(f)=(f,hy)n.

Wir definieren:
Ky :=h, € H
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Der reproduzierende Kern (RKHS.)

Eigenschaften der K:
o Vf e H¥x €[0,1] : f(x)=(f,Ki)H
e Vx,y €[0,1] : K,(x) = (Ky, Ki)H
@ Spang(Kx | x € [0,1]) ist dicht in H.
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Der reproduzierende Kern (RKHS.)

Eigenschaften der K:
o Vf e H¥x €[0,1] : f(x)=(f,Ki)H
e Vx,y €[0,1] : K,(x) = (Ky, Ki)H
@ Spang(Kx | x € [0,1]) ist dicht in H.

Wir definieren den (reproduzierenden) Kern K durch

K:[0,1] x[0,1]] = R ; K(x,y) = (Ky, Kq)H.
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Der reproduzierende Kern (RKHS.)

Satz von Moore-Aronszajin:
Sei K : [0,1] x [0, 1] — R positiv definit und symmetrisch, dann existiert
genau ein RKHS. H, sodass K der reproduzierende Kern von H ist.

BURG
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Der reproduzierende Kern (RKHS.)

Satz von Moore-Aronszajin:
Sei K : [0,1] x [0, 1] — R positiv definit und symmetrisch, dann existiert
genau ein RKHS. H, sodass K der reproduzierende Kern von H ist.

Wir definieren fiir o > 0:

_x=p?
Ky(x,y) :=e =

und den entsprechenden RKHS. als H,.

BURG
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Skalarprodukt auf H,

Nach Definition:

(x=y)?

<KX7 Ky)HU = KO(va) =e o

H, wird als Vervollstandigung von (Spang(Ky | x € [0,1]), (Kx, Ky)H, )
Konstruiert. Daraus folgt:
@ H, eindeutig bestimmt

@ (-,-)n, wohldefiniert
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Hilbertrdume mit reproduzierendem Kern

Eigenschaften von H,

Fir jedes h € H, gilt:
o [|h[ljp, < HhHH

o [h(x) = h(y)| </ ZIlhlln, Ix = ]

o [[hllrv := lim  sup Z |h(x;) = h(xis1)| < \/ 5 |lhllw,

x1<...<Xm =
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Hilbertrdume mit reproduzierendem Kern

Eigenschaften von H,

Fir jedes h € H, gilt:
° Hh||[01] < HhHH

o [h(x) = h(y)| </ ZIlhlln, Ix = ]

o [[hllrv := lim  sup Z |h(x;) = h(xis1)| < \/ 5 |lhllw,

x1<...<Xm =

Beweis-ldee:

[A(x) = h(y)? = lox(h) — @y (M)]* = [(h, Kx = Ky)n, |2

e e
< AR 1K — KylI3, = 2[Ih13, (1_e byt )

<2||h||H<, (\/ 1Al 1, IX—yI) 0 ¢
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Hilbertrdume mit reproduzierendem Kern

H, hat kein Familien-Risiko

Lemma 2.1:
Sei o > 0 beliebig, dann ist H, eine dichte Teilmenge von C([0,1]).

Beweis in der Ausarbeitung.
(Arzela-Acoli & Hahn-Banach & Riesz-Markov)
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Hilbertrdume mit reproduzierendem Kern

H, hat kein Familien-Risiko

Lemma 2.1:
Sei o > 0 beliebig, dann ist H, eine dichte Teilmenge von C([0,1]).

Beweis in der Ausarbeitung.
(Arzela-Acoli & Hahn-Banach & Riesz-Markov)

Ahnlich: 'Universal Approximation Theorem’

p(x) = e ist "discrimminatory’.
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Hilbertrdume mit reproduzierendem Kern

H, hat kein Familien-Risiko

Falls die Verlustfunktion L im 1. Argument Lipschitz-stetig ist, dann
verschwindet das Familienrisiko von H,.
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Hilbertrdume mit reproduzierendem Kern

H, hat kein Familien-Risiko

Falls die Verlustfunktion L im 1. Argument Lipschitz-stetig ist, dann
verschwindet das Familienrisiko von H,.

Beweis-ldee:
C([0,1]) ist dicht in LY(Px) und H, ist dicht in C([0,1]).
= Vf € LY(Px) 3(hm)men C Ho : Ep [|hm — f]] 7520

prl > P(Y—f|X)(L(hm(X),f)—L(f(X),f))]

ie{-1,1}

|R,p(hm) — R, p(F)] =

< Er U0, ) = LX) ] < CEpy (1) — F(X)]] 0 O

ie{-1,1}

BURG
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ERM mit Regularisierung (ERMR)

Fir Nullfolgen (05)nen, (An)nen ist die ERM mit Regularisierung
definiert durch:

hr, == ®(T,) := arg min (Al 81l + Ry p, () € Ho,
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ERM mit Regularisierung (ERMR)

Fir Nullfolgen (05)nen, (An)nen ist die ERM mit Regularisierung
definiert durch:

hr, == ®(T,) := arg min (Al 81l + Ry p, () € Ho,

Idee:

Die || - ||H,-Norm enthalt Information iber die "Komlpexitat' der Funktion.
Hohe 'Komplexitat' wird (fiir groBe n immer weniger) bestraft.
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ERM. mit Regularisierung

ERMR sucht nur aus BH""1 0) aus.
/O

Fir die ERMR mit Verlustfunktion L(a,y) := |a — y| gilt:

1
10Tl <15
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ERM. mit Regularisierung

ERMR sucht nur aus BH"”1 0) aus.
/£

Fir die ERMR mit Verlustfunktion L(a,y) := |a — y| gilt:

1
10Tl <15

Beweis: Nach Def. gilt

(Al (T, + Ry p, ((T2))) < (AnlOlE,, + Ry, (0)) =0+1

1
= Al ®(To)llf,, < 1= [1O(T0)l|n,, < Voo O
n
Analog gilt die Aussage mit der 'Hinge-Loss'-Verlustfunktion. .
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ez
Hinge-Loss

Wir definieren die Verlustfunktion 'Hinge-Loss' durch:

I(a,y) == (1—ay)*

I(a,-1) blau, I(a,1) griin

25
1

I(ay)
15

0.5
1

-0.5
L
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Toybakov-Noise-Exponent
Tsybakov-Noise-Exponent (TNE)

Sei P eine Verteilung auf [0,1] x {—1,1}, dann hat P den
Tsybakov-Noise-Exponent g € [0, o], falls

Firn 2Py =1|X=").

Statistical Learning Seminar Steinwart & Scovel
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Toybakov-Noise-Exponent
Tsybakov-Noise-Exponent (TNE)

Sei P eine Verteilung auf [0,1] x {—1,1}, dann hat P den
Tsybakov-Noise-Exponent g € [0, o], falls

Firn 2Py =1|X=").
Bemerkung:

Die Definition kann man fiir K C RY kompakt und P Verteilung auf
K x {—1,1} analog betrachten.
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TN = e
TNE Beispiele
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TN = e
TNE Beispiele

eta(x) = x eta(x) = 4%(x-0.5)"3+0.5
S g S
E <
@ @ |
S S
o | o |
g © s ©
v g v g
oS 7 c 7
~ o~
S 5
< 4 < 4
° T T T T T ° T T T T T
0.0 0.2 0.4 06 08 1.0 0.0 02 0.4 0.6 08 1.0
x x
eta(x) = 0.5%(x—0.5)(1/3)+0.5 eta(x) = 50x"3-66.67x"2+27.78x-3.2037
| <
=] <
«© | Q@
= S
© 4 @
S S
g < g <
o 7 o
~ o
S s
e 4 =3
° T T T T T T °
0.0 0.2 0.4 06 08 1.0 g
=1
* . i B\ -
S
SF

Statistical Learning Seminar Steinwart & Scovel 02.06.2020 20/41



TNE Beispiele

eta

eta
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TNE Beispiele

eta

eta
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eta(x) = x
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15 T T ST
Lemma 4.4 : TNE fir n Poylnom

Falls:

@ Px hat beschrankte Lebesgue-Dichte

e Jp Polynom, sodass P(Y =1 | X =-) — %

fs.
=p
@ phat Grad m>0und p#0
Dann besitzt P (mindestens) jeden TNE g € [0, X].

(Beweis in der Ausarbeitung)

2
=)
P -
— —Tzm
SE
Statistical Learning Seminar Steinwart & Scovel

02.06.2020 23 /41



LIS as  Geometric-Noise-Exponent

Geometric-Noise-Exponent

e P Verteilung auf [0,1] x {—1,1}

o 7p(x) der Abstand zur nichsten Stelle, an der  — 3 das Vorzeichen

wechselt
1
o) = Lo d (x {0 < 5})

1

Die Verteilung P hat Geometric-Noise-Exponent « € (0, 00), falls

p(X)?

L e 2

3C>0,vt>0: Ep UU(X)—§ <cr
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LIS as  Geometric-Noise-Exponent

GNE Beispiele
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LIS as  Geometric-Noise-Exponent

GNE Beispiele
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GNE Beispiele
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eI
GNE Beispiele

eta

eta
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A R
Lemma 4.6 : GNE fiir n Holderstetig

Falls gilt:
@ Px hat beschrankte Lebesgue-Dichte p

e Jf holderstetige Funktion, sodass P(Y =1 | X =) — % fr
@ f holderstetig bezgl. v > 0, d.h.

3Cvx,y € [0,1]: [F(x) — F(y)| < Clx - yI".

@ f hat endlich viele Nullstellen
Dann besitzt P (mindestens) jeden GNE « € [0,1 + ~].
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Geometric-Noise-Exponent
Lemma 4.6 : GNE fir n Holderstetig (Beweis)

Beweis-ldee:
Seien xq, ..., X, die Nullstellen von f.

1| mpx)? 1 _Tp(x)?
Er Un(x>—§ e ]z ot lfGo1 e ox
1 _7p(x)
<c [IfeleE ax
0

m Xj+€ _ ‘rp(x)z _ TP(X)2
:CZ/ IF(x)| e dx—i—c/ IF(x)| e dx

i—1/Xxi—€ [071]\UB€(XI')

m Xi+€ (x—x,-)2 &2
SCZ/ |x —x;|Ve 2 dx+c/ f(x) e 2 dx

i=1 Xi—¢& [0’1]\UBE(Xi)

£

Statistical Learning Seminar Steinwart & Scovel 02.06.2020 30/41



Geometric-Noise-Exponent
Lemma 4.6 : GNE fir n Holderstetig (Beweis)

(X_Xi)2 €
X — x|l e 2 dx+c/ IF(x)| e dx
0.\ B-(x)

e 2
§2CZ/ x”e_?fdx—i—c/ e 2 dx
i 0 [071]\U BE(Xi)

15 _x2 _52
§2mc/ xTe 2 dx+ce 2
0
2

= 2mc/t (zt)” e Ztdz+ce @
0

o0 2
14y Y a2 -=
<t 2mc zVe % dz+ce ¢ O
0
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Satz 5.1 : Fehlerabschatzung fiir ERM mit Regularisierung

e P Verteilung auf [0,1] x {—1,1}
e mit TNE ¢ € [0, o]
e mit GNE « € (0, 00)

Definiere:

20(q +1) )

6:max(2a+1’2a(q+2)+3q+4

_ ol . _8 .. .. .
und A\, := n °F sowie g, := n_«, dann existiert fiir jedes € > 0 ein

C > 0, sodass fiir alle n € N und x > 1 gilt:

P (RP (sn( @20, (To))) = i,

(Beweis-ldee in der Ausarbeitung) 2
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B, q)

Beta(a,q)

B(a )—max( ! 20(q+1) )
9= 2a0+1'20(q+2)+3q+4

e (3(a,q) ist in a und in g monoton
wachsend.

o f(a,q) > % <2a(q+1) >2a+3qg+4

©209>3q+46a> 3
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Satz 5.1 (Erwartetes Risiko)

Unter den Voraussetzungen von Satz 5.1 gilt:

E [Rp (sign(@x,00(Ta) = Rp(f)}

inf
£:[0,1]—{ —1,1}mb.

oo
- / P (Rp (sign(d))\n’an(Tn))) - inf Rp(f) > t) dt
o :[0,1]—{—1,1} mb.

oo
- P ( Rp (sign(¢xnyan(7‘n))) . inf Rp(f) > GPnPte ) 20~ P4 ax
o £:[0,1]—{—1,1}mb.

oo 1 oo
5.1
< / e X 2Cxn~ P ax +/ 20xn~ P dx = 2cn~PtE / e X xdx+ Cn Pt =3cnPte
0 0 0
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Haupt-Aussagen

Verallgemeinerbarkeit

o K c RY kompakt

e P Verteilung auf K x {—1,1}

@ o, = nfﬁ anstatt o, 1= nfg
Dann gilt Satz 5.1 analog:

Rp(f) > Cx2n—ﬂ+€> <e ™™

P (Rp (sign(®x,0,(Th))) — f_K_){iE{ Ly
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Andere Betrachtungsweise

Andere Betrachtungsweise von sign(®,, ., (7,))

Im Vortrag von Jens NuBberger haben wir gesehen, dass der Minimierer der
ERMR. die Form

n
®ron(Tn) =D @ YiKo, (-, Xi)
i=1

fir bestimmte von T, 0,, A\, abhangige a; > 0 annimmt. Wir stellen um:

Pryon(T)(X) >0 & > Ko, (. X) > Y. aiKs,(x, X))

i<n,Yi=1 i<n,Yi=-1

i Ky, (x, X)) ai Ko, (x,Xi)
" > Y

= Z n 2 n >
i<nYi=1 3 a; \/2m05  i<nvi=-1 % «; /2703
~ _

j —

n

UN
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Andere Betrachtungsweise

Andere Betrachtungsweise von sign(®,, ., (7,))

Naive Vorstellung: «; alle gleich, dann ware

1 K, (x,X;) 1 K, (x, X;
O (T >0ty Kol X)L Koulx, X)
Micnyi=1 /2702 Micny=—1 /2702
RS n =M T n
o ﬂl Kan(X,X;) > E i Kgn(X,Xi)
T Micnyi=1 /2702 M M-1ichy=—1 /2102
::ﬁl,on(x) ::ls—l,an(x)

firn, :=#{i<n|Y; =y}
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Andere Betrachtungsweise

Kernel Density Estimation

° IZ’ Verteilung auf R mit Lebesgue Dichte p

° X“;,leg,. .uiv. ~ P
Versuche die Dichte p abhangig von X = -, X 5 zu schétzen:
2 b

P
Kerndichteschatzer mit Kern K(x) := \/Lz—ﬂe

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn g-

M

‘6“._

E-/ \

B L S B

= LT U :

Density function
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KDE. und sign(®,, ., (75))

e P Verteilung auf R x {—1,1}
@ P; und P_; haben Dichten p1, p_1.
o T,=((X1,Y1),,(Xn, Yn)) ~ P®"
o Th :={X;|Yi=1}, T, analog
)= 3 fmEX) L5 L (XX
Licnyi=1 /2702 M icpy=19n On

= Pn,on(X, T,}l) < Schatzer fir pi(x)
analog p_1,0,(x) = pno,(x, T2
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KDE. und sign(®,, ., (75))

Es folgt

; n n_i,
O (T)(x) > 0 &~ pro, (%) >~ porg, ()

m

n_i
A anzo'n()g Tr}l) >

— " Pnaa(x, T,%)
Entscheidungsfunktion sign(®y, »,(T»)) ist also ein Vergleich von
'gewichteten’ KDEs. (Gewichte «; hangen vom Minimierungsproblem ab.)

Im Vergleich gilt fir den Bayes-Klassifikator (fast sicher):

s'(x)=1 & n(x)>% & P(Y=1|X=x)>P(Y=-1|X=x)
pi(x)P(Y =1) _ pa(x)P(Y = —-1)

< c(x) > c(x)

< P(Y =1)pi(x) > P(Y = =1)p_1(x) e B
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Andere Betrachtungsweise
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Vielen Dank fiir lhre Aufmerksamkeit!
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