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Wiederholung der Grundlagen

Grundlegende Fragestellung

P Verteilung auf [0, 1]× {−1, 1}

Tn :=
(
(X1,Y1), ..., (Xn,Yn)

)
∼

n⊗
i=1

P Trainingsdatensatz

(fα)α∈Λ ⊂ {f : [0, 1]→ Rmb.} Funktionenfamilie

Finde abhängig von Tn ohne Kenntnis von P ein α ∈ Λ, sodass fα möglichst
geringes Risiko besitzt.

Algorythmus: Φ : ([0, 1]× {−1, 1})n → (fα)α∈Λ
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Wiederholung der Grundlagen

Risiko
g : [0, 1]→ R messbar
L : R× {−1, 1} → [0,∞] Verlustfunktion

Risiko:
RL,P(g) := E(X ,Y )∼P [L(g(X ),Y )] ∈ [0,∞]

Aufteilung:
RL,P(g) = RL,P(g)− inf

α∈Λ
RL,P(fα)︸ ︷︷ ︸

Algorithmus-Risiko (estimation error)

+ inf
α∈Λ

RL,P(fα)− inf
f :[0,1]→{−1,1} mb.

RL,P(f )︸ ︷︷ ︸
Familien-Risiko (approximation error)

+ inf
f :[0,1]→{−1,1} mb.

RL,P(f )︸ ︷︷ ︸
Grund-Risiko (statistical risk)
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Wiederholung der Grundlagen

Empirical Risk Minimization

Algorythmus für beliebige Familie (fα)α∈Λ:

Φ(Tn) := arg min
α∈Λ

RL,P̂n
(fα) = arg min

α∈Λ

1
n

n∑
i=1

L(fα(Xi ),Yi )

Problem:
großes Algorythmus-Risiko (Overfitting) bei zu großen Familien (fα)α∈Λ

großes Familien-Risiko bei zu kleinen Familien (fα)α∈Λ
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Wiederholung der Grundlagen

Abschätzungen

Mögliche Formen:

EP⊗n

[
RL,P(Φ(Tn))− inf

α∈Λ
RL,P(fα)

]
≤ C(n)

PP⊗n

(
RL,P(Φ(Tn))− inf

f :[0,1]→{−1,1}mb.
RL,P(f ) > ε(n)

)
≤ C(n)

Sollten am besten für ganze Klassen von Verteilungen gelten.
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Hilberträume mit reproduzierendem Kern

Hilberträume mit reproduzierendem Kern (RKHS.)

(H, 〈·, ·〉H) ist ein Funktionen-Hilbertraum auf [0, 1], falls:
H ⊂ {f : [0, 1]→ Rmb.} Vektorraum
〈·, ·〉H : H × H → R Skalarprodukt
H bezüglich || · ||H vollständig

Wir definieren für jedes x ∈ [0, 1]:

ϕx : H → R ; ϕx (h) := h(x)
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Hilberträume mit reproduzierendem Kern

Hilberträume mit reproduzierendem Kern (RKHS.)

Definition:

(H, 〈·, ·〉H) ist RKHS.⇔ ∀x ∈ [0, 1] : ϕx ist stetig

Darstellungssatz von Riesz (für Hilberträume):
Sei H ein Hilbertraum. Für jede stetige lineare Abbildung (Funktional)
ϕ : H → R existiert ein eindeutig bestimmtes hϕ ∈ H, sodass

∀f ∈ H : ϕ(f ) = 〈f , hϕ〉H .

Wir definieren:
Kx := hϕx ∈ H
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Hilberträume mit reproduzierendem Kern

Der reproduzierende Kern (RKHS.)

Eigenschaften der Kx :
∀f ∈ H,∀x ∈ [0, 1] : f (x) = 〈f ,Kx 〉H
∀x , y ∈ [0, 1] : Ky (x) = 〈Ky ,Kx 〉H
SpanR(Kx | x ∈ [0, 1]) ist dicht in H.

Wir definieren den (reproduzierenden) Kern K durch

K : [0, 1]× [0, 1]→ R ; K (x , y) := 〈Ky ,Kx 〉H .
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Hilberträume mit reproduzierendem Kern

Der reproduzierende Kern (RKHS.)

Satz von Moore-Aronszajin:
Sei K : [0, 1]× [0, 1]→ R positiv definit und symmetrisch, dann existiert
genau ein RKHS. H, sodass K der reproduzierende Kern von H ist.

Wir definieren für σ > 0:

Kσ(x , y) := e−
(x−y)2

σ2

und den entsprechenden RKHS. als Hσ.
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Hilberträume mit reproduzierendem Kern

Skalarprodukt auf Hσ

Nach Definition:

〈Kx ,Ky 〉Hσ := Kσ(x , y) = e−
(x−y)2

σ2

Hσ wird als Vervollständigung von (SpanR(Kx | x ∈ [0, 1]), 〈Kx ,Ky 〉Hσ)
Konstruiert. Daraus folgt:

Hσ eindeutig bestimmt
〈·, ·〉Hσ wohldefiniert
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Hilberträume mit reproduzierendem Kern

Eigenschaften von Hσ

Für jedes h ∈ Hσ gilt:
||h||[0,1] ≤ ||h||Hσ
|h(x)− h(y)| ≤

√
2
σ2 ||h||Hσ |x − y |

||h||TV := lim
m→∞

sup
x1<...<xm

m−1∑
i=1
|h(xi )− h(xi+1)| ≤

√
2
σ2 ||h||Hσ

Beweis-Idee:

|h(x)− h(y)|2 = |ϕx (h)− ϕy (h)|2 = |〈h,Kx − Ky 〉Hσ |2

CS.
≤ ||h||2Hσ ||Kx − Ky ||2Hσ = 2||h||2Hσ

(
1− e−

(x−y)2

σ2

)

≤ 2||h||2Hσ
(x − y)2

σ2 =

√ 2
σ2 ||h||Hσ |x − y |

2
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Hilberträume mit reproduzierendem Kern

Hσ hat kein Familien-Risiko

Lemma 2.1:
Sei σ > 0 beliebig, dann ist Hσ eine dichte Teilmenge von C([0, 1]).

Beweis in der Ausarbeitung.
(Arzelà-Acoli & Hahn-Banach & Riesz-Markov)

Ähnlich: ’Universal Approximation Theorem’
ρ(x) := e−x2 ist ’discrimminatory’.
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Hilberträume mit reproduzierendem Kern

Hσ hat kein Familien-Risiko

Falls die Verlustfunktion L im 1. Argument Lipschitz-stetig ist, dann
verschwindet das Familienrisiko von Hσ.

Beweis-Idee:
C([0, 1]) ist dicht in L1(PX ) und Hσ ist dicht in C([0, 1]).
⇒ ∀f ∈ L1(PX )∃(hm)m∈N ⊂ Hσ : EPX [|hm − f |] m→∞−−−−→ 0

|RL,P (hm)− RL,P (f )| =

∣∣∣∣∣EPX

[ ∑
i∈{−1,1}

P(Y = i | X)(L(hm(X), i)− L(f (X), i))

]∣∣∣∣∣
≤
∑

i∈{−1,1}

EPX [|L(hm(X), i)− L(f (X), i)|] ≤ C EPX [|hm(X)− f (X)|]→ 0
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ERM. mit Regularisierung

ERM mit Regularisierung (ERMR)

Für Nullfolgen (σn)n∈N, (λn)n∈N ist die ERM mit Regularisierung
definiert durch:

hTn := Φ(Tn) := arg min
h∈Hσn

(
λn||h||2Hσn

+ RL,P̂n
(h)
)
∈ Hσn

Idee:
Die || · ||Hσ -Norm enthält Information über die ’Komlpexität’ der Funktion.
Hohe ’Komplexität’ wird (für große n immer weniger) bestraft.
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ERM. mit Regularisierung

ERMR sucht nur aus BHσn√
1

λn
(0) aus.

Für die ERMR mit Verlustfunktion L(a, y) := |a − y | gilt:

||Φ(Tn)||Hσn ≤
√

1
λn

Beweis: Nach Def. gilt(
λn||Φ(Tn)||2Hσn

+ RL,P̂n
(Φ(Tn))

)
≤
(
λn||0||2Hσn

+ RL,P̂n
(0)
)

= 0 + 1

⇒ λn||Φ(Tn)||2Hσn
≤ 1⇒ ||Φ(Tn)||Hσn ≤

√
1
λn
.

Analog gilt die Aussage mit der ’Hinge-Loss’-Verlustfunktion.
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Vorbereitung Hinge-Loss

Hinge-Loss

Wir definieren die Verlustfunktion ’Hinge-Loss’ durch:

l(a, y) := (1− ay)+

−2 −1 0 1 2

−
0.

5
0.

5
1.

5
2.

5

l(a,−1) blau, l(a,1) grün

a

l(a
,y

)

y=−1

y=1
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Vorbereitung Tsybakov-Noise-Exponent

Tsybakov-Noise-Exponent (TNE)

Sei P eine Verteilung auf [0, 1]× {−1, 1}, dann hat P den
Tsybakov-Noise-Exponent q ∈ [0,∞], falls

∃ε > 0, ∃C > 0, ∀t ∈ (0, ε) : PX

(∣∣∣∣η(X )− 1
2

∣∣∣∣ ≤ t
)
≤ C tq.

Für η fs.= P(Y = 1 | X = ·).

Bemerkung:
Die Definition kann man für K ⊂ Rd kompakt und P Verteilung auf
K × {−1, 1} analog betrachten.
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Vorbereitung Tsybakov-Noise-Exponent

TNE Beispiele
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Vorbereitung Tsybakov-Noise-Exponent

Lemma 4.4 : TNE für η Poylnom

Falls:
PX hat beschränkte Lebesgue-Dichte
∃p Polynom, sodass P(Y = 1 | X = ·)− 1

2
fs.= p

p hat Grad m ≥ 0 und p 6= 0
Dann besitzt P (mindestens) jeden TNE q ∈ [0, 1

m ].

(Beweis in der Ausarbeitung)
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Vorbereitung Geometric-Noise-Exponent

Geometric-Noise-Exponent

P Verteilung auf [0, 1]× {−1, 1}
τP(x) der Abstand zur nächsten Stelle, an der η − 1

2 das Vorzeichen
wechselt

τP(x) := 1η(x)> 1
2

d
(

x ,
{
η ≤ 1

2

})
+ 1η(x)< 1

2
d
(

x ,
{
η ≥ 1

2

})
.

Die Verteilung P hat Geometric-Noise-Exponent α ∈ (0,∞), falls

∃C > 0, ∀t > 0 : EP

[∣∣∣∣η(X )− 1
2

∣∣∣∣ e−
τP (X)2

t2

]
≤ C tα.
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Vorbereitung Geometric-Noise-Exponent

GNE Beispiele

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

eta(x) = x

x

et
a

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

eta(x) = 4*(x−0.5)^3+0.5

x

et
a

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

eta(x) = 0.5*(x−0.5)^(1/3)+0.5

x

et
a

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

eta(x) = exp(−(x−0.5)^2/0.3^2)

x

et
a

Statistical Learning Seminar Steinwart & Scovel 02.06.2020 25 / 41



Vorbereitung Geometric-Noise-Exponent

GNE Beispiele
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Vorbereitung Geometric-Noise-Exponent

GNE Beispiele
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Vorbereitung Geometric-Noise-Exponent

GNE Beispiele
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Vorbereitung Geometric-Noise-Exponent

Lemma 4.6 : GNE für η Hölderstetig

Falls gilt:
PX hat beschränkte Lebesgue-Dichte p
∃f hölderstetige Funktion, sodass P(Y = 1 | X = ·)− 1

2
fs.= f

f hölderstetig bezgl. γ > 0, d.h.

∃C̃∀x , y ∈ [0, 1] : |f (x)− f (y)| ≤ C̃ |x − y |γ .

f hat endlich viele Nullstellen
Dann besitzt P (mindestens) jeden GNE α ∈ [0, 1 + γ].
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Vorbereitung Geometric-Noise-Exponent

Lemma 4.6 : GNE für η Hölderstetig (Beweis)

Beweis-Idee:
Seien x1, ..., xm die Nullstellen von f .

EP

[∣∣∣∣η(X )− 1
2

∣∣∣∣ e−
τP (X)2

t2

]
=
∫ 1

0
p(x) |f (x)| e−

τP (x)2

t2 dx

≤ c
∫ 1

0
|f (x)| e−

τP (x)2

t2 dx

= c
m∑

i=1

∫ xi +ε

xi−ε
|f (x)| e−

τP (x)2

t2 dx + c
∫

[0,1]\
⋃

Bε(xi )
|f (x)| e−

τP (x)2

t2 dx

≤ c
m∑

i=1

∫ xi +ε

xi−ε
|x − xi |γ e−

(x−xi )2

t2 dx + c
∫

[0,1]\
⋃

Bε(xi )
|f (x)| e−

ε2
t2 dx

Statistical Learning Seminar Steinwart & Scovel 02.06.2020 30 / 41



Vorbereitung Geometric-Noise-Exponent

Lemma 4.6 : GNE für η Hölderstetig (Beweis)

= c
m∑

i=1

∫ xi +ε

xi−ε
|x − xi |γ e−

(x−xi )2

t2 dx + c
∫

[0,1]\
⋃

Bε(xi )
|f (x)| e−

ε2
t2 dx

≤ 2c
m∑

i=1

∫ ε

0
xγ e−

x2
t2 dx + c

∫
[0,1]\

⋃
Bε(xi )

e−
ε2
t2 dx

≤ 2mc
∫ ε

0
xγ e−

x2
t2 dx + ce−

ε2
t2

= 2mc
∫ ε

t

0
(zt)γ e−z2 t dz + ce−

ε2
t2

≤ t1+γ 2mc
∫ ∞

0
zγ e−z2 dz + ce−

ε2
t2
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Haupt-Aussagen

Satz 5.1 : Fehlerabschätzung für ERM mit Regularisierung

P Verteilung auf [0, 1]× {−1, 1}
mit TNE q ∈ [0,∞]
mit GNE α ∈ (0,∞)

Definiere:
β = max

(
α

2α + 1 ,
2α(q + 1)

2α(q + 2) + 3q + 4

)
und λn := n−

α+1
αβ sowie σn := n−

β
α , dann existiert für jedes ε > 0 ein

C > 0, sodass für alle n ∈ N und x ≥ 1 gilt:

P
(

RP (sign(Φλn,σn (Tn)))− inf
f :[0,1]→{−1,1}mb.

RP(f ) ≥ Cx2n−β+ε
)
≤ e−x

(Beweis-Idee in der Ausarbeitung)
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Haupt-Aussagen

β(α, q)

q
0

5
a

0

5

B
e
ta

0

1

Beta(a,q)Beta(a,q)

β(α, q) = max
(

α

2α + 1 ,
2α(q + 1)

2α(q + 2) + 3q + 4

)

β(α, q) ist in α und in q monoton
wachsend.
β(α, q) > 1

2 ⇔ 2α(q + 1) > 2α+ 3q + 4
⇔ 2αq > 3q + 4⇔ α > 3q+4

2q
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Haupt-Aussagen

Satz 5.1 (Erwartetes Risiko)

Unter den Voraussetzungen von Satz 5.1 gilt:

E
[

RP
(

sign(Φλn,σn (Tn))
)
− inf

f :[0,1]→{−1,1}mb.
RP (f )

]
=

∫ ∞
0

P
(

RP
(

sign(Φλn,σn (Tn))
)
− inf

f :[0,1]→{−1,1}mb.
RP (f ) ≥ t

)
dt

=

∫ ∞
0

P
(

RP
(

sign(Φλn,σn (Tn))
)
− inf

f :[0,1]→{−1,1}mb.
RP (f ) ≥ Cx2n−β+ε

)
2Cxn−β+ε dx

5.1
≤

∫ ∞
0

e−x 2Cxn−β+ε dx +

∫ 1

0

2Cxn−β+ε dx = 2Cn−β+ε

∫ ∞
0

e−x x dx + Cn−β+ε = 3Cn−β+ε
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Haupt-Aussagen

Verallgemeinerbarkeit

K ⊂ Rd kompakt
P Verteilung auf K × {−1, 1}
σn := n−

β
αd anstatt σn := n−

β
α

Dann gilt Satz 5.1 analog:

P
(

RP (sign(Φλn,σn (Tn)))− inf
f :K→{−1,1}mb.

RP(f ) ≥ Cx2n−β+ε
)
≤ e−x
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Andere Betrachtungsweise

Andere Betrachtungsweise von sign(Φλn,σn(Tn))

Im Vortrag von Jens Nußberger haben wir gesehen, dass der Minimierer der
ERMR. die Form

Φλn,σn (Tn) =
n∑

i=1
αi YiKσn (·,Xi )

für bestimmte von Tn, σn, λn abhängige αi ≥ 0 annimmt. Wir stellen um:

Φλn,σn (Tn)(x) > 0 ⇔
∑

i≤n,Yi =1
αiKσn (x ,Xi ) >

∑
i≤n,Yi =−1

αiKσn (x ,Xi )

⇔
∑

i≤n,Yi =1

αi
n∑

j=1
αj

Kσn (x ,Xi )√
2πσ2

n

>
∑

i≤n,Yi =−1

αi
n∑

j=1
αj

Kσn (x ,Xi )√
2πσ2

n
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Andere Betrachtungsweise

Andere Betrachtungsweise von sign(Φλn,σn(Tn))

Naive Vorstellung: αi alle gleich, dann wäre

ΦNaiv
λn,σn (Tn)(x) > 0⇔ 1

n
∑

i≤n,Yi =1

Kσn (x ,Xi )√
2πσ2

n

>
1
n

∑
i≤n,Yi =−1

Kσn (x ,Xi )√
2πσ2

n

⇔ n1
n

1
n1

∑
i≤n,Yi =1

Kσn (x ,Xi )√
2πσ2

n︸ ︷︷ ︸
=:p̂1,σn (x)

>
n−1
n

1
n−1

∑
i≤n,Yi =−1

Kσn (x ,Xi )√
2πσ2

n︸ ︷︷ ︸
=:p̂−1,σn (x)

für ny := #{i ≤ n | Yi = y}.
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Andere Betrachtungsweise

Kernel Density Estimation
P̃ Verteilung auf R mit Lebesgue Dichte p
X̃1,P̃ , X̃2,P̃ , ...uiv . ∼ P̃

Versuche die Dichte p abhängig von X̃1,P̃ , ..., X̃n,P̃ zu schätzen:
Kerndichteschätzer mit Kern K̃ (x) := 1√

2π e−x2

pn,σn (x , X̃1,P̃ , ..., X̃n,P̃) = 1
n

n∑
i=1

1
σn

K̃

x − X̃i ,P̃
σn
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Andere Betrachtungsweise

KDE. und sign(Φλn,σn(Tn))

P Verteilung auf R× {−1, 1}
P1 und P−1 haben Dichten p1, p−1.
Tn = ((X1,Y1), ..., (Xn,Yn)) ∼ P⊗n

T 1
n1 := {Xi | Yi = 1}, T−1

n−1 analog

p̂1,σn (x) = 1
n1

∑
i≤n,Yi =1

Kσn (x ,Xi )√
2πσ2

n

= 1
n1

∑
i≤n,Yi =1

1
σn

K̃
(x − Xi

σn

)
= pn,σn (x ,T 1

n1)← Schätzer für p1(x)

analog p̂−1,σn (x) = pn,σn (x ,T−1
n−1)

Statistical Learning Seminar Steinwart & Scovel 02.06.2020 39 / 41



Andere Betrachtungsweise

KDE. und sign(Φλn,σn(Tn))
Es folgt

ΦNaiv
λn,σn (Tn)(x) > 0 ⇔ n1

n p̂1,σn (x) > n−1
n p̂−1,σn (x)

⇔ n1
n pn,σn (x ,T 1

n1) > n−1
n pn,σn (x ,T−1

n−1)

Entscheidungsfunktion sign(Φλn,σn (Tn)) ist also ein Vergleich von
’gewichteten’ KDEs. (Gewichte αi hängen vom Minimierungsproblem ab.)

Im Vergleich gilt für den Bayes-Klassifikator (fast sicher):

s∗(x) = 1 ⇔ η(x) > 1
2 ⇔ P(Y = 1 | X = x) > P(Y = −1 | X = x)

⇔ p1(x)P(Y = 1)
c(x) >

p−1(x)P(Y = −1)
c(x)

⇔ P(Y = 1)p1(x) > P(Y = −1)p−1(x)
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Andere Betrachtungsweise
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