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Empirische Prozesse

Glivenko-Cantelli-Klassen

e P Verteilung auf [0,1] x {—1,1}
o FCLY(P)
dh. Fc{f:[0,1] x {-1,1} = Rmb. | Ep[|f(X, Y)|] < oo}

o (X1, Y1), eoer (X, Ya)) ~ PE . Pyi= 1 ;zla(x,.,y,.)

Definition:

F ist P-Glivenko-Cantelli-Klasse < sup
feF

n—o0

Pa(f) — P(f)| =224 0
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Empirische Prozesse

Glivenko-Cantelli-Klassen

e P Verteilung auf [0,1] x {—1,1}
o FCLY(P)
dh. Fc{f:[0,1] x {-1,1} = Rmb. | Ep[|f(X, Y)|] < oo}

) ((Xl, Yl), s (Xn, Yn)) ~ pon . IAD,, = % 21 (5(Xl.7yl.)

Definition:

F ist P-Glivenko-Cantelli-Klasse < sup
feF

n—o0

Pa(f) — P(f)| =224 0

N

Pn(f) — P(f)‘ nicht immer messbar.

Problem: sup
feF

Kann man mit zusatzlichen Anforderungen an F beheben.
(siehe [3] Sektion 5.3)
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Glivenko-Cantelli-Klassen

Starkes Gesetz der groBen Zahlen:
(Xl, Yl), (Xg, Yz), ..uiv. ~ P

= Po(f) = P(F) = 1 3 F(X,, Vi) — Ep[f] 2250 0
i=1

= {f} ist P-GC.

Sgtz von GIivenko-anteIIi: N
Vf e LY(P): sup|P,(f <z)— P(f < z)| =540
z€ER

. 7 1 .
= Fur f € L*(P) ist {17§z | z€ R} P-GC.
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Empirische Prozesse

Donsker-Klassen

Definition:
F C L%(P) ist P-Donsker-Klasse
< dGp Prozess auf F : \/ﬁ(Pn(f) _ P(f))fe]: n— o0 - Gp

D.h. VH € Cp(£2(F)) :
E[H (VA(Pa(f) = P(F)) ;) | "2 E[H (Gp)]
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Empirische Prozesse
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Donsker-Klassen

Definition:
F C L%(P) ist P-Donsker-Klasse
< dGp Prozess auf F : \/ﬁ(Pn(f) _ P(f))fe}‘ n— o0 - Gp

D.h. VH € Cp(£2(F)) :
E[H (VA(Pa(f) = P(F)) ;) | "2 E[H (Gp)]

Zentraler Grenzwertsatz:
Vf € L%(P):

Va(P() = P(F)) = J5 32 (X6, Vi) ~ Be[f] ““c N(0,0?)

= {f} ist P-Donsker

M
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Empirische Prozesse

Donsker-Klassen (Eigenschaften)

@ F P-Donsker und G C F = G P-Donsker
@ F,G P-Donsker = F UG P-Donsker
e F P-Donsker = co(F) P-Donsker

@ F P-Donsker = E [sup <

feF

Pa(F) — P()|

C
Vn
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Empirische Prozesse

Donsker-Klassen (Eigenschaften)

o F P-Donsker und G C F = G P-Donsker
e F.,G P-Donsker = F UG P-Donsker
e F P-Donsker = co(F) P-Donsker

o F P-Donsker = E |sup
feF

Pa(F) — P()|

C
= n

Universelle Donsker-Klassen (Dudley, 1992):
VM > 0 VP Verteilung auf R : Ep; ist P-Donsker-Klasse
fur Ey={f R—=R|M=>||f||7v}.

(vgl. [3] Seite 329)
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Empirische Prozesse

Lemma 1.4 Algorithmus-Risiko bei Donsker-Klassen

Fury e {-1,1}:
o Py(A) = Pxjy—y(A) = P(X € A| Y = y) Verteilung auf [0, 1]
o [ :Rx{-1,1} — [0, 00] Verlustfunktion
o Funktionenfamilie (f,)aen
o Fy = {xw L(fu(x),y) | @ € A} C L3(P))
e falls 7, glm. beschrankt durch M >0
e falls 7, P,-Donsker-Klasse
dann existiert ein C > 0, sodass fiir die ERM gilt:

E (R p(®(Th)) — Oltglj\ Rip(fa)| <

o
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Lemma 1.4 (Beweis-ldee)

N

) .Fy ist Py—Donsker = Epen |:sup Pa(L(fo(1),y)) — P(L(fa(~),y))‘:| < %
Y Laen
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Empirische Prozesse

Lemma 1.4 (Beweis-ldee)

e F, ist P,-Donsker = Epgr { Po(L(£,(),y)) — P(L( (~),y))” <=
B(|% - POy = )|)* <B[(% Py = )] = VI3 = ) <
P(L(f(X), V) = P(Y = DP(L(f(X), 1)) + P(Y = —1)P(L(£a(X), 1))

E[ Po(L{F ().) = PULLE ). )|
a€eN

:E[E LEA p(L(a(), Y0)) = P(L(fa(), )] | Yl""’y””
<By| ¥ Epen [Sup‘ (), ) — P(Y:y)Py(L(fa(.)),y)H]
-ye{ 1,1}
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Vorbereitung

Rademacher-Komplexitat

o F C LY(P) fiir P Verteilung auf E C RY
o /1,7, ...uiv. ~ P

@ c1,e,...uiv. ~ U{-1,1})

® (gi)ien und (Z;)ien unabhangig

Definition:

l ZE,’f(Z;)

REn(F) :=E [sup
Nz

feF
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Vorbereitung

Bemerkung 2.2 : Symmetrisierung

Fiir jedes F C LY(P) gilt:

< 2RKA(F).

Pa(f) — P(f)|

E |sup
feFr

(Beweis in [4] Lemma 2.3.1)
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Vorbereitung

Lemma 2.3 : Rademacher-Komplexitat von
Donsker-Klassen

Sei F C L?(P) eine P-Donsker-Klasse, dann exisitert ein C > 0, sodass

VneN: REy(F) <

slo

(Beweis in der Ausarbeitung)

BURG
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Vorbereitung

Lemma 2.4 : Rademacher-Komplexitat von GC.-Klassen

Sei F C LY(P) eine P-GC.-Klasse, dann gilt
REL(F) =5 0.

(Beweis in der Ausarbeitung)
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Lévi-Abstand
e Pi, P, Verteilungen auf (E, A)

o f: E — R messbar
Definition:

Le(P1, P2) :=inf {0 > 0|Vt eR: Pi(f <t) <P(f <t+3)+6
, i,j €{1,2}}.
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Lévi-Abstand

e Pi, P, Verteilungen auf (E, A)
o f: E — R messbar
Definition:
Lf‘(Pl,Pz) = inf{5 >0 | VieR: P,'(f < t) SPJ(fS t+5)+5
) Ia./ € {172}}
Anschaulich: Abstand der Graphen von F(f) p, und Fs), p,.
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Eigenschaften Lévi-Abstand

e P, Py, P,,... Verteilungen auf (E,.A)
o f: E—[0,1] messbar

Dann gilt:
(] |P1(f) — P2(f)| S 4]Lf(P]_, P2)

o (F)uPm T2, (F)uP < Le(Pm, P) T2 0

(mehr Eigenschaften hier)
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https://encyclopediaofmath.org/wiki/L�vy_metric

Haupt-Aussagen

Satz 3.1 : Abschatzung der Verteilungsfunktionen mit der
Rademacherkomplexitat

o F C{f:E—R mb.} gleichmaBig beschrankt
o (¢k)ken Familie von Lipschitz-stetigen Funktionen
mit [ox(x) — @r(¥)| < ck Ix —y| und ok > 1o
Dann gilt fiir jedes t > 0, dass

(Beweis-Idee in der Ausarbeitung)
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Satz 3.2 : Abschatzung des Lévy-Abstandes

e FC{f:E—[-M,M] mb.}
dann gilt fiir jedes t > 0, dass

1
A t M 2 2
P sup L¢(P, P, 2—-|—2(—+RIC,,]-‘> <e 2
<fe;pr PP = 2 s TR )

(Beweis-ldee in der Ausarbeitung)
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Haupt-Aussagen

Folgerungen

Fir F C {f: E - [-M, M] mb.} gilt:
o Fist P-GC. & supL¢(P,P,) =54 0

feF
o Fist P-Donsker = dC >0Vne N: E [sup L¢(P, ﬁ’,,) < Cni
fer
(Beweise in der Ausarbeitung)
g
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Folgerungen

Fir F C {f: E — [-M, M] mb.} gilt:
o Fist P-GC. & supL¢(P,P,) =54 0
feF

1

o Fist P-Donsker = dC >0Vne N: E [supIL,r(P7 ﬁ’,,) < Cn’1

feF

(Beweise in der Ausarbeitung)

Vergleich:
F ist P-Donsker == 3C >0Vne N: E lsup |P(f) — Isn(f)|] <Cn:
feF

Aussagen lber Lévy-Abstand sind also nicht besonders niitzlich fiir
Risiko-Abschatzungen.
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Satz 3.5 : Abschatzung mit Margin

e P Verteilung auf E x {—1,1}
o FC{f:Ex{-1,1} - Rmb.}
(Anschaulich: f ordnet x die Kategorie y zu, falls f(x,y) > f(x,—y))
e Margin: me(x,y) := f(x,y) — f(x,—y)
o RK, =RK,({f(-,1) | f e FYU{f(-,-1) | f € F})
Dann gilt fiir jedes t > 0 :

]P’(er]-‘: P(mf <0) >

A log| 2 2
inf [Pn(mf§5)+4_8RKn+ loglog,(§) +L> < a2
5€(0,1) 1) n
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Satz 3.5 : Abschatzung mit Margin

e P Verteilung auf E x {—1,1}
o FC{f:Ex{-1,1} - Rmb.}
(Anschaulich: f ordnet x die Kategorie y zu, falls f(x,y) > f(x,—y))
e Margin: me(x,y) := f(x,y) — f(x,—y)
o RK, =RK,({f(-,1) | f e FYU{f(-,-1) | f € F})
Dann gilt fiir jedes t > 0 :

]P’(er]-‘: P(mf <0) >

. s 43 log log, () t —2¢
< = — 2l <
6e|?0f,1) [Pn(mf <9d)+ 5 RK, + - + YAk 2e
.
= Es lassen sich Aussagen tber Rp(sign(®(T,))) machen. o
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Anwendungen

@ Artikel findet Zusammenhang zwischen Lévi-Abstand und
Rademacher-Komplexitat

e (Bem. 4.2) RK,(F) = RKs(co(F)) = interessant fiir z.B.
'Boosting’-Algorithmen

o Klassifikatoren sign o ®(T,) um Entscheidungsgrenze herum instabil,
Artikel liefert Methoden damit umzugehen.
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Satz 5.1 : Donsker-Klassen und RKHS

P Verteilung auf [0,1] x {—1,1}

2

X—

Hy RKHS zu K (x,y) = e 2

(fa)aen. o = Fro =A{f € Hy | r = ||f||n,}
Verlustfunktion L : R x {—1,1} im 1. Arg. Lipschitz-stetig
ERM &, :=arg min R, p,(f)

Dann gilt:
4G, >0VneNVr,og >0:
E |RLp(®ro(Tn)) — inf Ryp(fa)| <

r
a€lr s g4\/Nn n
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Satz 5.1 : Donsker-Klassen und RKHS (Beweis-ldee)

Letzter Vortrag: Vf € H, : ||f||7v < \/szfHHU

= VfeFro: |Ifllrv <4/ Zr
= Fr,o’ C Eﬁ\/ﬁ = {f: [0,1] —R | é\/EZ ||f||T\/}

L Lipschitz CL(Fro,—1)UZL(Fr s, 1) C Ec
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Satz 5.1 : Donsker-Klassen und RKHS (Beweis-ldee)

Letzter Vortrag: Vf € Hy : ||f||7v < \/;zszHHU

= VfeF o |Iflltv < \/3r
= Fro CErp={f:[0,1] 2 R| V2 > ||fl|v}

FHRENE oy (F, b —1) U SL(Fr 0, 1) C Ec

[3] Seite 329 = E( ist uniform Donsker.

= 2L(Fro,i) sind P; := Px|y—;-Donsker

= Jc>0: E l sup [P (2L(f(X),i)) — 737),, (%L(f(X),i))” < \%
feFr o

(Trick mit Bedingung auf Y aus Lemma 1.4)

Reelh) - i Reele)]| <554 % o

= E | sup
fEJ'-r,U
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Satz 5.2 : RKHS. Familien-Risiko

e P Verteilung auf [0,1] x {—1,1}
o Fro={fe€Hy|r>|flln}
@ Verlustfunktion / Hinge-Loss
@ P hat GNE « € (0, 00)
Dann gilt:

dc,Co >0VneNVr,oc >0:
1 o
. _ < - _ o
felgrf Ri.p(f) Rip(f)<c (ar2 + G220 )

f:[0, 1]_>{ 1,1}

(Cq wie in der Definition des GNE aus dem letzten Vortrag)
(Direkte Folgerung aus Thm. 2.7 in [2])
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Bemerkung 5.4 : ERM in gréBer werdenden Familien

Wahle o, ry, sodass E lR”P(q)’""’") f:[o, 1] { 1,1}

Ri.p(f )1 N0

"n,on

ebl= E |:R/7p(¢rmgn(-rn)) — fei]pf R/,,D(f):| S ;—"% + %
<GSt

e 52= inffe}‘rn’an R/7p(f) — inff:[071]_>{_171} R/7P(f)
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Bemerkung 5.4 : ERM in gréBer werdenden Familien

Wahle o, ry, sodass E [R,,p(d),man) R p(f )1 N0

f[01] { 1,1}

_ i Ifn € <
051> E {R/yp(d),mon(T,,)) ot R,,p(f)} <ne e
© 52 = infrer, ,, Rip(f) —infrpoq -1y Rip(f) < 552 +c
_ H < 1 a n L
= B _RI’P((D)‘”’U") f:[O,l]EE—l,l} RI’P(f)] ¢ max( a3 0 G /n \/ﬁ)

. - 1
Wahle o, = n 3+) und r, = nt

= E|R p(®, o f R p(f)| < ~ 3@
_ 1P (Pryon) — [0, 1]”1{ 1) 1.p(f)| <cn
£
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Satz 5.5 : KDE mit Margin-Abschatzung

o P Verteilung auf [0,1] x {—1,1}
@ P habe TNE g € [0, 0]

@ Voraussetzung:
3> 00 | Julpy(x) — py(x + 10)) = dt dPy ()| < c o

1
o Op = n 2(1+¢)

o Off(x) == ONM(T,)(x) =

:IH

z”: Ko (X))
=1 2mo?
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Satz 5.5 : KDE mit Margin-Abschatzung

o P Verteilung auf [0,1] x {—1,1}
@ P habe TNE g € [0, 0]

@ Voraussetzung:

30> 0+ |fi Julpy() = py(x + £0)) 52 de dP, ()| < co®
e 0, = n_2(++5)
0 ON(x) == OM(T,)(x) = } 3o vieple)
Dann 3C >0Vne N: -
E | Re(sign(@n)) - f:[o,1]if>]z—1,1} RP(f)} < Coi T
(Beweis in der Ausarbeitung, verwende 3.5) w-ié__
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Satz 5.6 : ERMR mit Margin-Abschatzung

e P Verteilung auf [0,1] x {—1,1}
@ P habe GNE « € (0,)

1

1 —
@ \,=n3und o, =n 3ot
® ERMR @1,0,(To) =218 mip (AlfI, + Rop, ()

n

letzter Vortrag = @y, ,.(Th)(x) = X o YiK,, (x, Xi)
i=1

n
e Voraussetzung: 3= € [0,3): E lz aJ’-’] = O(n®)
=1
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Satz 5.6 : ERMR mit Margin-Abschatzung

e P Verteilung auf [0,1] x {—1,1}
@ P habe GNE « € (0,00)

1

1 —
@ \p,=n"3und g, = n 3+
® ERMR @1,0,(To) =218 mip (AlfI, + Rop, ()

n

letzter Vortrag = @y, ,.(Th)(x) = X o YiK,, (x, Xi)
i=1

e Voraussetzung: 3= € [0,3): E [Zn: oaj’-’] = O(n®)
=1

Dann 3C >0Vne N:

E | Rp(sign(®,0,(Th))) — Re(f)

inf
f:[0,1]—{-1,1}

(Beweis in der Ausarbeitung, verwende 3.5) -
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Vergleich
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Vielen Dank fur lhre Aufmerksamkeit!
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