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1 Einfiihrung in Empirische Prozesse

Wir betrachten zu einer Familie von Klassifizierungsfunktionen (f, : [0,1] —
{—1,1} mb.),ep die Familie

F i={ga 1 [0,1] x {=1,1} = {0,1}; (2, y) — Ls, o)y | @ € A}

Es folgt sofort Rp(fa) = Eplga] = P(ga), sowie Rp (fa) = Ep [9a] = ]Sn(ga).

n—oQ

Die Frage nach der Konvergenz Ry (fr,) — Rp(fr,) —— 0 (Konsistenz
der ERM.) verwandelt sich somit in die Frage der uniformen Konvergenz

sup | P, (f) = P(f)] == 0.
fer

Definition 1.1 (Glivenko-Cantelli-Klassen).
Sei P ein W-Map auf (E, A) und F C L'(P), dann heifst F eine P-Glivenko-
Cantelli-Klasse (P-GC.), falls

sup | P,(f) = P(f)] .. 0.
feFr

Satz 1.2 (Charakterisierung von P-Glivenko-Cantelli-Klassen).
Sei P ein W-Map auf [0,1] x {—1,1} und F C L'(P), dann sind dquivalent:
a) ||Py— Pllr "= 0

n—o0

b) P (1B = Pllr > £) "0, Ve >0
und Fop :={f—P(f) | f € F} besitzt eine P-integrierbare Majorante.

Beweis.

a < b: vgl [2] Sektion 6.6 Thm. A

Definition 1.3 (Donsker-Klassen).
Eine Punktionenklasse F C L*(P) heifit P-Donsker-Klasse, falls der durch
F indizierte Prozess (v/n(P,(f) — P(f)))fef in Verteilung gegen einen Pro-

zess Gp konvergiert. D.h.
VH € C(0(F)) 1 E [ H (VA(Palf) = PUN)) ez ) | = BIH(GP)]

(Die Verteilung des Prozesses Gp ist nach dem Zentralen Grenzwertsatz ein-
deutig.)
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Falls F eine Donsker-Klasse ist, gilt nach [2] Thm. 9.4.2, dass
C
<

nzf R

Damit ist jede P-Donsker-Klasse auch eine P-Glivenko-Cantelli-Klasse.

3C > 0vn e N: E [sup

feFr

Lemma 1.4.
Falls fir y € {—1,1} die Funktionenklassen

Fy={x— L(foa(x),y) |« € A}

jeweils Px)y—, =: Py-Donsker-Klassen und gleichmdfig beschrinkt sind, dann
existiert ein C' > 0, sodass
E |:RL7P(CI)(Tn)) mf RL p(fa) —
\/_
Beweis. |eigensténdig bewiesen|

Voriiberlegungen:
Sei Z ~ B(n.p), dann berechnen wir

Z * 1 o 1 p(1—p)
— — < — — == —_—— _— p—
E { - p} < SE[(Z = )] = —np(1 —p) —,
woraus
E|:£_pH < p(l—p) Sn*% (*1)
n n
folgt.

Die F, sid gleichmé&fig beschrinkt, also existiert ein M > 0 mit

er./—';lu.FleHoogM (*2)
Da die F), jeweils Pj-Donsker-Klassen sind, existieren C_;,C; > 0, sodass

VneN: Ex.p, [sup (%3)

Zf PXYy(f)‘

B
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Seien y1, ..., yn, € {—1,1} beliebig und n_y := #{i <n | y; = —1} und analog
ny = #{i <n |y =1}, dann gilt

|: An(f) _P(f)) ‘ Ka"-aYn :yla--'7yn:|

feF

= Epsn |su X, Y — Yi,..Yo =y, ...,y
Pe f@gni f( (f)‘\ 1 Y1 y]

=Ex,~ P, [sup
feF

ﬁZf(Xuyz‘)—P(f)‘

<Ex,p, sup an i, —1) = P(Y = =1)Ep_1[f( 1)]]
+Egz. p [?‘;B —;f(XZ, 1 DEp, [f( J)]]
—Exr, L‘?El . ji;fm) - P(Y - —1)P—1(f)“
+Eg p, [?gpl - i}f@) ~P(Y = l)Pl(f)'
<Ex,~p., Ls;;;l —jz__;f(X@-) ~Mpanll + fsel;:lj1 |P_1(f)] ‘P 1) — %

1 =~ 1 ny
YEe , |sup |- X)-Mp + sup |P ’P -
S L@g DMLY m‘ sup | () ) -2
W |y = o - ﬂ—cl + M |p(y =1) -2
n /n_i n \/n n
n_q Cfl n_q ny Cl nl
_ M‘py:_1 __’ —_ M’P =1
wom ( ) o ) -
C_1+C; n_q ni
=t =- Py=1-2"
< TR M P =) - 5 | ) (+4)
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Damit kénnen wir nun berechnen:
Epen {RL,P(Q)(Tn)) — inf RL,P(fa)}
< Epon ||Re.p(®(T3)) = By p, (9(T))]

b Epon IRy (B(T) - inf Ry (1]

(.

-~
=0, bei ERM.

+  Epen | leellf\ Ry p, (fo) = ;Iellfx RL,P(fa”]

< 2E pon sup Ry p (fo) — Rrp(fa) ]

Lae
:2]Ep®n sup pn(f) _P(f>):|

LfeF
= 2Epen |E {sup Pn(f) —P(f)‘ |Y1,-~7Yn”

L feF
*q _Cfl‘f‘Cl n-1 ™
“ ) _ 1y P 1y
< 2Bpon | — = +M‘P(Y - ‘+M’P(Y 1) n}
B C1+C _ n-1 _p oM
_QT+2MEP®7L HP(Y— 1) T“"‘P(Y—l) " ]
*1 Cf1+01 1 1 1
290t O o (A L) - e 120+ am
=i " (x/ﬁ+\/ﬁ) Jir PO 2D

Lemma 1.5.
Sei F C L'(Px), sodass die ['-Variation

m—1
1fllzy = lim  sup Z:; [f(2i) = (i)

auf F gleichmdf$ig beschrinkt ist, dann qilt fiir jede im 1. Arqgument lipschitz-
stetige Verlustfunktion L : R x {—1,1} — [0, 00|, dass die Funktionenklassen

‘Fy = {LUHL(fa(LU%y) |O[€A} 7y€ {_171}
universelle Donsker-Klassen sind.

Beweis. |eigensténdig bewiesen|
Aus der Lipschitzstetigkeit folgt leicht, dass F, auch gleichméfig beschrankte
['-Variation besitzen. Nun folgt aus |2] Seite 329 die Behauptung. ]
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2 Vorbereitung

2.1 Rademacher-Komplexitat

Definition 2.1 (RIC,(F)).
Sei F C L'(P) undn € N, dann ist die Rademacher-Komplezitit RK, (F)
von F definiert durch

£1,€9, ...uiv. ~ U({—1,1}) und X1, Xs, ... uiv. ~ P.

RE,(F) :=E*

sup |—
fer

Zaz
n

fiir

Bemerkung 2.2 (Symmetrisierung). Fir jedes F C L'(P) gilt nach [4]
Lemma 2.5.1

*

< 2RI, (F).

sup
feF

P30

Lemma 2.3 (Rademacher-Komplexitét von Donsker-Klassen).
Sei F C L*(P) eine P-Donsker-Klasse, dann ezisitert ein C' > 0, sodass

C
: < —.
Vn e N R/Cn(]:) < \/ﬁ

Beweis. |eigensténdig bewiesen|
Nach [2] Thm. 9.4.2 gilt fiir jede P-Donsker-Klasse F, dass

4C' > 0vn e N: E [sup|— <

C
fe}t n n

=1

Nun konstruieren wir zu einer P-Donsker-Klasse F ein W-Maf P und eine
P-Donsker-Klasse F, sodass die obere Aussage sich zur gesuchten Form um-

schreiben ldsst.
Sei

~ 1 1
; P1=§P|E1+§P|E2

{=

=:F =:F>
Fio={fi(x) = Loen, 2f(2) | f € F}
Fo = {fa(x) = —lpep, 2f(2) | f € F},
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dann sieht man leicht, dass hier j-:l und .7::2 auch P-Donsker-Klassen sind.
Damit ist auch F; U F, eine P-Donsker-Klasse. Nach [4] Thm. 2.10.3 ist

dann auch die Konvexe Hiille conv(F; U F3) eine P-Donsker-Klasse, womit
zuletzt auch

Fi= {f(x) = loep, (%) — Loer, f(2) | f € f} C conv(Fy U F)

eine P-Donsker-Klasse ist. Es folgt die Eigenschaft

n

C 1 Y. p(f

V2B U0 2D
=E [sup
| feF

1 « —~
=K sup | — Z <15(7€E1 — 15(76]52) f(Xz)

feF | o
1= ~~
beide Faktoren sind unabhéngig

|

)z,)z, v, ~ P 0 X1, Xo, ..uiv. ~ P.

2 (e ()~ T () “

i=1

n

% Z 5if(Xi)

=E [sup
_fef

fir

Lemma 2.4 (Rademacher-Komplexitit von GC.-Klassen).
Sei F C L'(P) eine P-Glivenko-Cantelli-Klasse, dann gilt

RE(F) =25 0.

Beweis. |eigensténdig bewiesen|
Die definierende Eigenschaft von P-GC.-Klassen ist

sup 1P.(f) = P(f)] =40 0.

Mit analoger Konstruktion zum oberen Lemma erhalten wir, dass F eben-
falls P-GC. ist. Die gleichmiftige Beschrénktheit von F vererbt sich auf ]-"

womit <sup 1P (f) — P(f) |> ggl. ist und die fs.-Konvergenz aus der GC.-
fer neN

Eigenschaft die L'-Konvergenz

qu‘P #(f) = P(f)|
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impliziert. Wie schon im oberen Lemma lasst sich dies in die gewiinschte
Aussage umformen. O

2.2 Lévi-Abstand

Definition 2.5 (Lévi-Abstand).
Seien Py und Py zwei W-Mafle auf (E, A) und sei f: E — R messbar, dann
st der von [ abhdngige Lévi-Abstand der Mafe definiert durch

Ly(P,P):=if{d>0|VtcR: P(f<t)<Pj(f<t+06)+0; i,j€{1,2}}.

Anschaulich beschreibt also der Lévi-Abstand wie weit die Graphen der Ver-
teilungsfunktionen Fiy), p, und F(y, p, von einander entfernt sind.

Lemma 2.6.
Seien Py und Py zwei W-Mafe auf (E, A) und sei f : E — [—M, M| messbar,
dann gilt

\Pi(f) — Po(f)| S8M Ly(Py, Pr).

Beweis. |eigensténdig bewiesen|

Pi(f) = P(f) = Pu(f+ M) = P(f + M)

/0 cd(f + M).Py)(x) - / vd((f + M).Po)(x)

/02M </02M ly<a dy) d((f + M).P)(x) - /:M (/om e dy) DRI

— /:M (/:M Ly<o d((f + M), Py)(x) — /OQM ly<a d((f+M)*P2)(x)) dy

oM M
:/ Pl(f—l—M>y)—P2(f+M>y)dy:/ Fy — Fy d)
0 ~~ ~ ~~ —

- M

=:1-F1 (y—M) =:1-Fy(y—M)
Fiir jedes 6 > L;(Py, P») gilt
FiI<FE(-+0)+06 ; F<F(-+0)+0.
und somit
Fi(-—=0) — 0 <min(Fy, Fy) < max(Fy, Fy) < Fi(-+6) + 0.

Es folgt

M

M
[Pi(f) — Pa(f)] < /M\F1 — Bld\ < /_MFl(-+5)+5—F1(- —8) 4 6 dA
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M
:45M+/ Pi(fe(y—dy+d])dy
—-M

M
—15M+ [ Vi (P dy

g%M+/MMﬂmJM@:%M.

O

Lemma 2.7.
Sei f:1]0,1] — R messbar, und P ein W-Maf$ auf [0,1] x {—1,1}, dann ist

P (sign(f(X)) #Y) <TODO

Beweis. [eigenstindig bewiesen]
Fiir jedes 6 > L;(P, P,) ist

F(f)*p(-—é)—d S mz’n(F(f)*p, F(f)*ﬁn> S mCLZL‘(F(f)*p,F(f)*p") S F(f)*p('+5>+(s.

TODO L

Lemma 2.8.

Seien Py und Py zwei W-Mafle auf (E, A) und f : E — [—M, M] messbar.
Fiir jedes § € (0,1] sei ps : R — [0,1] die Funktion, die auf (—o0,0] gleich
1, auf [0,00) gleich 0 und dazwischen linear ist, dann gilt

L¢(Pr, P2) < max (57 sup | Pi(ps(f —y)) — Palps(f — ?/))|) =: Cp, p,(0).

ye[vaM]

Beweis. [nach [1] Beweis von Thm. 10]
Fiir jedes y € [-M, M] gilt

Pi(f <y) < Pies(f—v))
< Pyps(f—y)+ sup |Pi(es(f—y) — Pales(f — )l

ye[—M,M]

<P(f<y+0)+ sup |Pi(es(f—y) — Pales(f—y))
ye[—M, M|

< PQ(f < Y+ CP1,P2(6)) + CP17P2(5>'

Fiir vertauschte P; und P, gilt die Rechnung analog. O]
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3 Aussage des Artikels

Satz 3.1 (Allgemeine Abschétzungen mit der Rademacher-Komplexitit).
Sei F C{f: E— R mb.} gleichmdfig beschrinkt und sei () eine Familie
von Lipschitzstetigen Funktionen mit |pr(x) — op(y)| < ek |z — y| und o, >
L(—00,0, dann gilt fiir jedes t >0, dass
1
]) < 2¢7

N}

t
. < _ 3
P(erf.P(f_O)> n+’i1€11§

7

Beweis. [nach [1] Thm. 1]
Sei OE. 1 > ¢, und damit auch ¢|(—,0 = 1, dann definieren wir

Gor ={pnof-1|feF}

pn(gpk o f)+ 4R, (F) + (M)

n

Aus [6] Thm. 9.2 folgt
D » ¢ —2t2
P (I3~ Pl., ~E[IB - Pl ) 2 7=) <
Der Erwartungswert lisst sich nach [4] Lemma 2.3.1 und [3] Thm. 4.12 durch
E 1Py = Pllg,, | < 2RK.(Gp,) < 40y R (F)
abschatzen und wir erhalten

: L —2t2
P(HPH_PHQ(‘%Z%"’ZlckR,Cn(Jr)) Se .

Nun gilt fiir jedes f € F, dass
Hpn_PHQ% :SUP‘pn(SOkof>_P(90kof)’
feF

> P(gro f) — Palpro f) = P(f <0) — Pulgr o f),

woraus folgt:

P <E|f eF: P(f<0)> \/Lﬁ + deg RIC,(F) —i—]Sn(gokof)) <e

einsetzen von t = t + \/log(k) liefert

| . . log(k)
P(er}“. P(F<0) 2 ==+ ol 146 RIG(F) + Paler o /) +4/ = D
< = 672(?+\/10g(k)>2 S26_2p'
k=1
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Satz 3.2 (Abschitzung des Levi-Abstandes).
Set F C{f:FE — [-M,M] mb.}, dann gilt fir jedest > 0

~ t M % 2
P|supLs(P,P,) > —+2 —+R1Cn]-") < e,
(fe?— f( ) \/ﬁ (\/ﬁ ( ) )

Beweis. |nach [1] Thm. 10]

Sei zu beliebigem ¢ > 0 die Funktion ¢s wie in Lemma 2.8 beschrieben, dann
ist @5 Lipschitzstetig zur Konstante %.

Wir definieren

‘F/::{f<'>_a’|f€‘/—:7 aG[—M,M]}.
Analog zur ersten Hilfte des Beweises von Satz 3.1 definieren wir
Gos =={ps0f-1|f€F}

und erhalten

. ¢4 "
IP)(HPTI_PHQL;;(;Z%—'_ERIC"”(F/))Se .

Mit folgender Abschétzung der Rademacher-Komplexitat

1 n
RE.(F)=E |sup sup |— Z&' (f(Xi) —a)
feF ag[-M,M] | TV
= F _sup sup lznjgf(X) _liaa
| fEF ae[-M,M] | TV l l (it Z

l & 1 &
< E |sup|— g f(X;)|+ su al|— €
i Ses) e om0l
_ RK,(F) + ME lig- < R, (F) + L

wird daraus

P (17 Pllo,, > 7=+ 5 (R + ) ) < e

Nun setzen wir § = 2\/721Cn(]-") + \%, dann ist mit Wahrscheinlichkeit 1 —

)
th

- n n

. M
max (6,12 = Pllg,, ) < 2\/R1Cn(]-“) + =t —
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und wir erhalten nach Lemma 2.8 die Aussage

~ t M % 2
P|supLy(P P,) > —+2 —+R/Cn.7:) < e,
(feg f( ) \/ﬁ (\/H ( ) )

Korollar 3.3 (GC.-Klassen und Levi-Abstand).
Sei F C{f: E — [-M,M] mb.}, dann ist dquivalent
a) F ist P-GC.
b) supLs(P, P,) "=, 0 .
feF

Beweis. |eigensténdig bewiesen|

a=b:
Nach Lemma 2.4 gilt
RE,(F) =25 0.
Wir wenden Satz 3.2 mit ¢ = /log(n) an und erhalten fiir jedes n € N
1
R log(n) ( M > z
P|suplL/(P,P,) >—+——>+4+2| —=+RK,(F
(fef f( ) vn vn )
< e 2V 10g(”)2 — i
< 2
Mit Y~ =5 < oo und Borel-Cantelli folgt
n=1
. - V1og(n) ( M )é
P | limsup supL,(P,P,) > Y———+2 | — + RK,(F =0.
n%oop feg f( ) . \/ﬁ \/ﬁ ( ) )
=0
b=a:

Folgt direkt aus Lemma 2.6.
O

Korollar 3.4 (Donsker-Klassen und Levi-Abstand).
Set F C{f:E— [-M,M] mb.} eine P-Donsker-Klasse, dann existiert ein
C >0, sodass

VneN: E {supo(P, Zf’n)] <Cni.
fer
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Beweis. |[nach [1] Thm. 9]
Folgt direkt aus Lemma 2.3 und Satz 3.2. O]

Satz 3.5 (Margin-Abschitzung).
Sei P eine Verteilung auf E x {—1,1} und F C {f : Ex {=1,1} — Rmb.}.
Wir definieren fir ein f € F:

mf(l’,y) = f(*ruy) - f(l’, _y)

(Anschaulich soll f ein Klassifizierer sein, der x der Kategorie y zuordnet,
alls ms(z,y) > 0. Der Wert von my beschreibt dann den Abstand Margin’
f T,y f 9
zu der Entscheidungsgrenze. )

Sei
REK, :=RK, {f(,1) | fe FYU{f(,-1) | f € F}),

dann gilt fir jedes t > 0 :

A 4 log 1 2
Pl3feF: Pimy<0)> inf P"(mf§5)+—8RKn+ oglog, (%)
d€(0,1) ) n

(vgl. [1] Thm. 11)
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4 Anwendung

Bemerkung 4.1.
Wir erinnern uns an den Zusammenhang

RLJADH (fa) - RL,P(fa)

Wenn wir

Po(L(fa(X).Y)) = P(L(fa(X),Y))| -

F ={L(foa(X),Y) | a€ A}

definieren, erhalten wir mit Hilfe von Lemma 2.6 die Aussage
sup |Rp, (fa) — Rp(fa)| < 4supLy(P,, P).
a€EA feF

Hiermit sieht man leicht den Nutzen fiir ERM.-Algorithmen, da wir nun
das Algorithmus-Risiko folgendermaflen abschdtzen konnen. Sei dazu f* =

arg min Ry, p(fa).
Rp(®(T,)) — Rp(f")

= (RR(B(T)) ~ R (0(T,)) + (g, (B(T) - int By (1))

J/

=0, bJERM.
(10 Re (1) = By, (7)) + (R () = o)
< 2sup |Rp (fa) — Rp(fa)| < 8supLy(P,, P).
a€N feF

Mt Korollar 3.4 kann man z.B. fir Donsker-Klassen F das erwartete Risiko
abschatzen:

E [Rp(cb(Tn)) — inf Rp(fa)}

<E [8 sup L (P, P)] <8Cni.
feF

Das ist in diesem Fall leider eine schlechtere Abschdtzung, als die aus Lemma

1.4, womit der direkte Nutzen fir Donsker-Klassen eher begrenzt ist.

Auch wiirde sich fiir die Abschitzung des Risikos bei nicht-Donsker-Klassen

in Abhdngigkeit von RK,(F) die in Bemerkung 2.2 erwdihnte Ungleichung

besser eignen, denn wir erhalten

E |Rp(®(T,) = inf Rp(fa)| < 4RK.(F).
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Das ist wieder eine echt bessere Abschitzung des erwarteten Risikos, als wir
mit Satz 3.2 erhalten wiirden.

Bemerkung 4.2.
Wir stellen leicht fest, dass fiir eine Funktionenklasse F die konvere Hiille
co(F) dieselbe Rademacher-Komplezitit besitzt.

1 n m
RK,.(co(F)) =E |sup sup sup - & Z A fi(Xq)
meN f1,..., fmeF /\_7‘>0; § >\j:1 n =1 7j=1
j=1
m 1 n
<E [sup sup sup Ai|— gifi(X
MENfl ----- f'me]: m Z J n ; ](

>0 3 Aj=1 =1
j=1

Zng]

=E |sup sup E Aj sup
meN m feF |1
A;>0; 2 Aj=1J=1

Jj=1

Diese Eigenschaft macht das Ergebnis des Artikels interessant fiir Lern-Algorithmen,
die aus gewichteten Summen von Entscheidungen simpler Algorithmen beste-
hen.
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5 Vergleich

Der folgende Satz verwendet nur Lemma 1.4 und eine dhnliche Methode zu
der die im Beweis von Satz 3.1 verwendet wird. Es werden jedoch keine
Ergebnisse aus dem Artikel direkt benotigt.

Satz 5.1 (RKHS. Algorithmus-Risiko).
Sei P ein W-Maf$ auf [0,1] x {—1,1}. Wir definieren die Funktionsfamilien

(fa)aEAr,a = fr,a = {f S Ha | ||f||Hg < T}

und die ERM.
P, ,(T,,) := arg min RL,Pn(fa)

a€Nr &

fiir eine tm 1. Argument Lipschitzstetige Verlusfunktion L.
Dann existieren (nur von P abhingige) Cy,Coy > 0, sodass fiir beliebige r,o >
0 undn € N gilt

<

E RL,P(q)T,U(Tn)) — inf RL,P(foc) >~ ;% + %

QEAT,G

:| r 01 02

Beweis. |eigensténdig beiwesen]|
In Lemma 6.1 im letzten Vortrag haben wir gezeigt, dass fiir jedes f € H,

gilt:
2
il </ 01,

)
Fro = BI(0) C By o= {11 0.1 > Rmb. |||l < V22 1}

Damit ist

Aus der Lipschitzstetigkeit von L(-,0) und L(-,1) folgt, dass ein M > 0
existiert, sodass

T L(Fp0 0V U ZL(Fy 0, 1) C By
T T

Nach [2] S. 329 ist Ejs eine universelle Donsker-Klasse, womit ZL(F,,,0)
und 2 L(F, ., 1) ebenfalls universelle Donsker-Klassen sind.

Nun erhalten wir mit der Eigenschaft von Donsker-Klassen (vgl. [2] Thm.
9.4.2), dass fiir y € {—1,1} gilt

E

sup |P (ZL(£().)) = P (ZL(F(X).) \] <

feEFr o
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fiir ein C' > 0. Nun bringen wir die Vorfaktoren auf die andere Seite und
erhalten

o A (O r C
E ‘P L)) =B (2L (r(x), ‘ <re
g P (TL0) - B (TLECO)|| < D2
Mit analoger Rechnung zu Lemma 1.4 erhalten wir damit
. r C, Cy
E R — inf R < ——=+—=
2 |ferlf) = B L’P@u SV
fir Cl, CQ > 0. ]

Satz 5.2 (RKHS. Familien-Risiko).
Unter denselben Voraussetzungen, wie im vorherigen Satz (falls P den GNE.
a € (0,00) hat), gilt mit Hinge-Loss :

inf th(f) -

inf
feJ:'r,a f[O,l]a{fl,l}

]. (o]
th(f) <c (— + CQQQO'Q)

or?

Fir ein von r,o unabhdngiges ¢ > 0 und C, wie in der Definition des GNE.
aus dem letzten Vortrag.

Beweis. Dies folgt sofort aus [7] Thm. 2.7. O

Bemerkung 5.3.
Falls die Folgen r, und o, so gewdhlt werden, dass

T’VL n—0o0

—_ % 07
Un
dann kann das Familien-Risiko
inf R — inf R
Fe€Frm),om wef £:00,1]={~1,1} mb. Lr(f)

fiir nicht-triviale P nicht mehr gegen 0 konvergieren.

Es ist also nicht moglich die erhaltene Konvergenzgeschwindigkeit von n-2
durch geeignete Wahl von r, und o, zu verbessern.

(Wir werden sie sogar verschlechtern miissen um Konvergenz von Algorithmus-
Risiko und Familien-Risiko zu erhalten.)

Bemerkung 5.4.
Wir wollen nun die Folgen r, und o, geeignet wdhlen um eine mdaglichst
schnelle Konvergenzgeschwindigkeit von

E Rl,P((Prn,Un(Tn)) - inf Rl,P(f)

f:[0,1]—{-1,1}
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zu erhalten. Nach den Sdtzen 5.1 und 5.2 ist die Konvergenzgeschwindigkeit
bis auf Konstanten bestimmt durch

o 1 Tn 1
max | o0, —, ——, — | .
"oart on/n’ /n
Dabei macht der letzte Term keine Unterschied, denn wie in Bemerkung 5.3

erwdhnt, darf == keine Nullfolge sein. Durch Gleichseizen der drei ibrigen
Terme erhalten wir die (bis auf Konstanten) optimale Wahl

.
Op = n St

[N

Tn ="
mit Konvergenzgeschwindigkeit n= 30+1),

Fazit:

Durch die primitivere Methode der ERM. mit schrittweiser Vergrofferung der
Klassifikatoren-Familie (fa)acn,, ,, erhalten wir (wie zu erwarten) nicht so
gute Raten, wie mit der im letzten Vortrag beschriebenen ERMR. auf dem

RKHS. H,,
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Satz 5.5.

Sei P eine Verteilung auf R x {—1, 1}, sodass Px eine beschrinkte Dichte p
hat und sei s* der Bayes-Klassifikator.

Wir betrachten das Setting vom Ende des letzten Vortrags mit

K, (z,X;)
OV () := dNe(T, ZY 2 Xi)

V27102
Definiere firy € {—1,1} :
Py=Pxyy=y , By=py-A

und
Prony = uony A 7 Ko, (@, X)
n,0n,Yy — pn,omy ’ ) pn,a'n y

/ 2
2<n Yi=y 27TU

Unter der Voraussetzung, dass P den TNE q € [0, 00] besitzt und dass gilt:

de >0Vo >0,y e {-1,1}:

//py pyx—l—ta))\e/_;dth() <cof (+1)

Dann folgt fiir die Wahl o,, := niﬁ, dass
E [Rp(signo (IDnN) — RP(S*)] < cn” TEFDaTS |

Beweis. |eigensténdig bewiesen|
Zuerst wollen wir fiir n, :=#{i <n|Y; =y} und A\, = P(Y = y) den Term

P(YON(X) <25,) — P(Y(\vpy(X) = A\yp_y(X)) < 34,)

abschatzen. Dafiir berechnen wir

Eq-p, [py(fC) — by (%H

= [ o= [ e "= e an

(z—2)?

- [ [ ‘py(z”;z—w 4z dP, ()

22

e %
//py py:z:—l—z))mdzdpy(x)
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—¢2 "

- [ [@ -naro) S L )

Daraus folgt

P(YON(X) <26,) — P(Aypy(X) — Ayp_y(X) < 34,)

- Z Ay <]E)~(~Py,Tn~P®" [%@ﬁ(}?)gzén} - EXNPy,THNPW [1,\ypy()~()f,\_yp_y()?)g35n])
yE{—l,l}

IN

Z )\QE)?NPy,THNP@” [1y¢,1y()?)gzanmypy()?)—x_yp_y()?)g:aan]
ye{flvl}

IA

Z )\yE)}NPvanNP@m [1‘yq)év()z)_kypy()?)*‘)‘fypfy()?”25nj|
ye{flvl}

1 _ - ~
< 5 Z AE 5 b, 1, pon HZ/(DQI(X) — Aypy(X) + )‘fyp*y(X)H

" ye{-1,1}

1
:5_ Z )‘yE)?NPy,TnNP@@n[

" ye{-1,1}

1o~ K, (X,X) - -
_ Y”— _ X om X
?/n ;:1 i O-n\/% Aypy( )+)‘ yP y( )u

1 1 - K, (X,X,)
— E \E- = E om0 TR
) YT X~ Py T PO [n onV 21

" ye{_171}
1 K, (X, X)) ~ ~
— E —r C ) X AoD_ (X
n o o ypy( ) + A_yD y( )u

i<n,Y;=y

1<n,Y;=—y

1
:5_ Z )‘yE)?NPy,TnNP@m

" ye{-1,1}

) (T—fﬁ) () + A (B)

|

1 n K, (X,X) n =
< — MNE: o | [P, In 2 — —p,(X)|+
On ye{-1,1} e ( TnV 2T ) n

|
0O/

n

AP (e

ye{-1,1}
1 K, (X, X) - K, (X, X) -
< — ME & P | ——= ) —p,(X)| 4+ | P z _(X
=~ 5n = Y= X~Py y( O'n\/ﬂ > py( ) y< O'n\/ﬁ p y( )
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c c
+ +
/1 Opon/n
*2 CO,

< 4 ¢ (%3)
RN R N ’

Als weitere Voriiberlegung wollen wir E [ﬁn(Y@g(X) <6, —PYPN(X)< 25n)]

abschétzen. Dazu definieren wir ¢, als 1 auf (—o0, d,,], als 0 auf [20,,, 00) und
dazwischen linear. Wir sehen nach [2] Seite 329 leicht, dass die Menge

F = {0ppnoy®Y |n €N, y € {-1,1}, T, Trainigsdatensatz}

eine Donsker-Klasse ist. Wir folgern

E[£,(Y O (X) < 8,) - PYO)(X) < 25,)|
<E [Bulpn o YOY(X) < 6,) — Plpn oYY (X) < 25,)]
< 5l (PG 0 YO(X) <5,) — Plbup 0 VY (X) < 25,)]
< S (*4)

Nun wenden wir Satz 3.5 fiir f,,(x,y) := Pn o, y(x) an und erhalten

2 A log log, (2
-2 . P(m; < inf | P,(m; < ¢ 215
2e >P|3feF (mf_0)>6€1%71) n(mf_§)+0n5\/ﬁ+ .

2P(3feF: Plmy<0)> inf {pn<mf§5)+ﬁ} +%>
i) * )
Rp(signo @) > infl) {ﬁn(ycpN( ) < 8) + 5\/_} \/t_)

_|._
Rp(sign o ®) > Py(YON (X) < 6,) + — %)

Fir ¢, = m folgt:

E [Rp(sign o dN) — B (YON(X) < 5n)] <
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Mit diesen Voriiberlegungen berechnen wir nun

E [Rp(sign o ®)) — Rp(s")]
_E [Rp(sign 0 V) — Py (YN (X) < 5,1)}

/

-~

Sm (*5)
+E|P(YON(X) < 6,) — PYOY(X) < 26,)]

-~

< c

on

+ P(YON(X) <26,) —

(*4)
(Avpy (X) = Ayp_y(X) < 30,)

J/

<

Vv
< cof,

S5t ava t aenva ()
+ P()\ypy(X) - )\_yp_y(X) S 3571) - RP(S*)

fir A, = P(Y = y). Der letzte Term lésst sich mit Hilfe des TNE ¢ € [0, o]
abschétzen.

P(Aypy(X) — Yp y(X) < 34,)
= P()\YpY(X) Yp Y(X) < 30n) — P(Aypy (X) = Ayp_y(X) <0)
Aypy (X) — < 300 Adypy (X) = Ayp_y(X) > 0)

P(
S P(P\YPY(X) - A—Yp Y(X)| < 36n)
= P2n(x) =11 < 30,(3)) < P (|06) - 5| < S0l

< ol

— Rp(s")

Mit den oberen beiden Rechnungen erhalten wir

E [Rp(sign o @) — Rp(s*)]

g 1 o 1 1 L,
cmax el
- TnOn/1 0y Opr/N 0p0n/n’ Opne’ "

1
= _n q
cmax(ané\/_ ;. ,5n)

Durch Gleichsetzten der drei Terme erhalten wir die (bis auf konstanten)

- €&
optimale Wahl o, = n ~2079 und Op = 0‘”1 = n 2D+, Daraus erhalten
wir die Konvergenzgeschwindigkeit n Gl O
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Wir wenden nun Satz 3.5 auf die im letzten Vortrag erarbeitete andere Be-
trachtungsweise des ERMR Klassifikators an.

Satz 5.6.

Sei P ein W-Mag auf [0,1] x {—1,1} mit GNE o € (0,00). Wiihle A, =n"3
und o, = n @ . Wir erinnern uns an die im letzten Vortrag definierte
ERM mit Regularisierung:

Dr (1) = arg min (A, (£, + Ry p, (1)

an

Wir hatten auch im letzten Vortrag gesehen, dass der Minimierer die Form

©>\7L30-7L <Tn)<x) = Z O{i}/;Ko'n <x7 Xl)

=1

fir af,...,a > 0 annimmt.
Unter der Voraussetzung, dass ein ¢ € |0, %) existiert mat

B[S ap] = 0w (s

existiert nun ein C > 0, sodass fir jedes n € N gilt:

‘ _ < O in(5E 5t )
E | Rp(sign(®, o, (T0))) f:[o’”lilil,l}Rp(f)] <Cn ¥

Beweis. |eigensténdig bewiesen|
Im letzten Vortrag haben wir gesehen, dass

al al

Slgn(@)\nyg'n(Tn)()) = 1 g Z S_Z Ko'n("Xi) > Z S_Z Ko'n("Xi)'
i<n;Yi=1 2 v i<nyYi=—1

—an —.an
1
Wir definieren nun

fa(,y) = Z ;' Ko, (2, X;)
1<n;Y;=y
und (wie in Satz 3.5)

YD (T ()
Sn

mfn = fn(xvy) - fn(xa _y)
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Wir sehen leicht, dass so ein f,(-,y) immer in der Menge

F:=co({0} U{K,(-,X)|o >0, X €]0,1]})

24

liegen wird. Nach [2] Seite 329 ist {K,(-,X) | o >0, X € [0,1]} eine univer-
selle Donsker-Klasse und wir konnen mit Lemma 1.4 und Lemma 2.3 folgern,

dass RK, (F) < = fiir ein ¢ > 0. (x3)

(In Zukunft wird jede Konstante, die nicht von n oder ¢ abhéngt mit ¢ be-

zeichnet.)

Nun wenden wir Satz 3.5 ([1] Thm. 11) an und erhalten fiir jedes ¢t > 0 :

o . - 48 log log,(3)
2 : - cqy . B 108 108215)
20" >P | 3feF P(mf_0)>6€13f1) P,(my <)+ 5RKn+ -
. 48 loglog,(5) | | ¢
>P|P > f |P, < —RK —_— —
= (my, 2 0) > se(0.) n(myp, <9)+ 5 n vn
*3 . A C 10g10g2(§) t
SP | Pim; > f A < —
=B Plmy, 20)> il Falmy, < 0) + 577 n Vi
[
A c t
>P(P > inf < —|t—F—=
) t
2p( Py @y , (T,)(X)> inf | B, (Y @y, (T,)(X) < S
(PO 0r T30 2 00> it [P @ (R0 < 550 4 552] + -
> B Rrsign o B0, (7)) >
. t
inf | B, (I(®y 5 (T)(X).Y) > (1—68)%) + ——| + ——
6;{571){ w (U@, 0, (To)(X),Y) > (1-55,) )ﬂ;ﬁ} + \/ﬁ)
R, 2 ((I))\ o (Tn)) c l
> P igno @, , (T, inf R -
> <Rp<s1gno raon(T2) >663351n)[ ey ]
Rl P ((P)\n On (Tn>) CSTL t
—P ign o &y, (T, inf [P 2 —

= P(Rp(sign o®y, ,.(T)) — R, ¢, (P, .00 (Th)) >
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: Rl,Pn<q))\n,Un (Tn)) CSn .
56123?1) [ 1—6 — R p (Pn,.0,(T0)) + 5\/5] + NG

- P (RP(Slgn © (pAnﬁ'n (Tn)) - Rl,ﬁn (®>\n7gn (Tn>> >

inf
6€(0,1)

{ml,pn(%n,an(Tn)) cSn] + 2 )

=% sl T

Wir definieren 9,, := @ und erhalten

ni

272 > P (Rp(sign 0 Py 0 (Tn)) = Ry p, (Pa,0, (Tn)) >

n
6€(0,1)

1= sl T

>P (RP<Sign 0y, . (10)) — Rl,ﬁn(q)kman (T5,)) >

5an,15n(cI))\n,0n(Tn>> i cSy, +L
=9, sm/n

>P (RP(Sign 0y, . (Th)) — Rl,ﬁn(q))\man (T5,)) >

On Rl,Pn,((I)An,Un (7)) ¢ VSp n L)

1— 06, + ni NG

2 ]P) ( RP(Slgn © (bATL7U’ﬂ (Tn)) - RlJ—:’n (®An70n (Tn)) >
N -~ 7 n
0<-<4

C

@

i

t
* %)
Durch Wahl von t, := n i folgt leicht mit *;:

1-2¢

E | Rp(sign o @x,.0,(T3)) = Ry p, (®r,0, (T))] < en (+)

Nun wollen wir E |:|R17P(®)\n70—" (1)) — Ry p (P, 0, (Tn))q abschétzen. Dazu
stellen wir wie im letzten Vortrag fest, dass @y, ., (7,,) in F,, := ij’” (0) fiir
T = \/g liegt, und somit die I* — Variation durch ‘(‘2—:" beschrinkt ist. Aus
der Lipschitzstetigkeit von [ folgt, dass [(®y, ., (1), —1) und {(Py, »,(T,), 1)
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in '-Variation ebenfalls kleinergleich ¥2 ¥2ru gind. Damit sind 72l ( Py, 00 (Th), —1)
und 220(®y, 5, (7,),1) nach [2] Seite 329 in der universellen Donskerklasse
E s enthalten und es folgt

E 1R p (@300 (T0)) = By (2,0, (T2)]

<E| sup [PU(f(X),Y)) = P(l(f(X),Y))|
|
=E U_Z fez% P (T—:l(f(X),Y)) - P, (T—:l(f(X),Y))‘
<n C (*5)

<o T

Als niichstes wird der Term E | Ryp (@50, (T)) = infrem,, (AallfIB,, + Rip(f)]
abgeschétzt. Wir definieren die Verlustfunktion

Lo, (,9)) = Nall [, +1(f(2), ).

Man sieht leicht, dass dann ||l (f, (-, D)|lzv, [T (f, (- =D)[lrv < [|fllrv gilt.
Damit gilt analog zu Satz 5.1, dass

E [Mln (T, + Fer@eolT) = int (ulf B, + Rip(r)] < 25 2

Fir r, = 4 /)% ist das Infimum bereits das Infimum {iber ganz H,, und wir

folgern

B | Rup(@eo(T) ~ i (MlIfIB, + Fur()] < 2

Aus [7] Thm. 2.7 folgt sofort die Ungleichung

Jnf (IS, + Ree() = infRup(f) S TR ool (x)

EHUTL " fl[O,l]—}{—l,l} Un

Mit diesen Voriiberlegungen berechnen wir:

E | Rp(sign(®y, 0, (T0))) — oy Rp(f)
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N

+E | R, 5, (Pr,0n(Th) _Rl,P((I)/\n,an(Tn>>:|

FE | Rup(@a,0, (1) = inf (S, + Funt)]

on
N— /

<me e (x)
inf (|| f]|2 R — inf R
+ fé%% ( HfHH(,n + l,P(f)) f:[O,l}IE{—l,l} ,p(f)

~
<m+ a
STk Acoy (*7)

2 T 1 A ) 1
SCIH&X (n_142 ) B = _n’gg> ) mit An:_

U”\/ﬁ7 \/57 On 7”721

< _1-2¢ Tn 1 a
<cmax|(n 1 ,——,—,0
on/n’ opr2’ "

27

Wihle r, = ns und o, = n73(a1+1> wie in Bemerkung 5.4 und erhalte die

.. . —min(ﬂ,L>
Konvergenzgeschwindigkeit n 43t

]
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