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1 Einführung in Empirische Prozesse

Wir betrachten zu einer Familie von Klassi�zierungsfunktionen (fα : [0, 1]→
{−1, 1} mb.)α∈Λ die Familie

F := {gα : [0, 1]× {−1, 1} → {0, 1}; (x, y) 7→ 1fα(x) 6=y | α ∈ Λ}.

Es folgt sofort RP (fα) = EP [gα] = P (gα), sowie RP̂n
(fα) = EP̂n [gα] = P̂n(gα).

Die Frage nach der Konvergenz RP̂n
(fTn) − RP (fTn)

n→∞−−−→ 0 (Konsistenz
der ERM.) verwandelt sich somit in die Frage der uniformen Konvergenz

sup
f∈F
|P̂n(f)− P (f)| n→∞−−−→ 0.

De�nition 1.1 (Glivenko-Cantelli-Klassen).
Sei P ein W-Maÿ auf (E,A) und F ⊂ L1(P ), dann heiÿt F eine P -Glivenko-
Cantelli-Klasse (P -GC.), falls

sup
f∈F
|P̂n(f)− P (f)| n→∞−−−→fs. 0.

Satz 1.2 (Charakterisierung von P -Glivenko-Cantelli-Klassen).
Sei P ein W-Maÿ auf [0, 1]×{−1, 1} und F ⊂ L1(P ), dann sind äquivalent:

a) ||P̂n − P ||F
n→∞−−−→fs. 0

b) P∗
(
||P̂n − P ||F > ε

)
n→∞−−−→ 0 , ∀ε > 0

und F0,P := {f−P (f) | f ∈ F} besitzt eine P -integrierbare Majorante.

Beweis.

a⇔ b : vgl. [2] Sektion 6.6 Thm. A

De�nition 1.3 (Donsker-Klassen).
Eine Funktionenklasse F ⊂ L2(P ) heiÿt P -Donsker-Klasse, falls der durch
F indizierte Prozess

(√
n(P̂n(f)−P (f))

)
f∈F in Verteilung gegen einen Pro-

zess GP konvergiert. D.h.

∀H ∈ Cb(`∞(F)) : E∗
[
H
((√

n(P̂n(f)− P (f))
)
f∈F

)]
n→∞−−−→ E[H(GP )]

(Die Verteilung des Prozesses GP ist nach dem Zentralen Grenzwertsatz ein-
deutig.)
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Falls F eine Donsker-Klasse ist, gilt nach [2] Thm. 9.4.2, dass

∃C > 0∀n ∈ N : E

[
sup
f∈F

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

f(Xi)− P (f)

∣∣∣∣∣
]
≤ C√

n
.

Damit ist jede P -Donsker-Klasse auch eine P -Glivenko-Cantelli-Klasse.

Lemma 1.4.

Falls für y ∈ {−1, 1} die Funktionenklassen

Fy := {x 7→ L(fα(x), y) | α ∈ Λ}

jeweils PX|Y=y =: Py-Donsker-Klassen und gleichmäÿig beschränkt sind, dann
existiert ein C > 0, sodass

E
[
RL,P (Φ(Tn))− inf

α∈Λ
RL,P (fα)

]
≤ C√

n
.

Beweis. [eigenständig bewiesen]
Vorüberlegungen:
Sei Z ∼ B(n.p), dann berechnen wir

E
[∣∣∣∣Zn − p

∣∣∣∣]2

≤ 1

n2
E
[
(Z − np)2] =

1

n2
np(1− p) =

p(1− p)
n

,

woraus

E
[∣∣∣∣Zn − p

∣∣∣∣] ≤
√
p(1− p)

n
≤ n−

1
2 (∗1)

folgt.

Die Fy sid gleichmäÿig beschränkt, also existiert ein M > 0 mit

∀f ∈ F−1 ∪ F1 : ||f ||∞ ≤M. (∗2)

Da die Fy jeweils Py-Donsker-Klassen sind, existieren C−1, C1 > 0, sodass

∀n ∈ N : EX∼Py

[
sup
f∈Fy

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

f(Xi)− PX|Y=y(f)

∣∣∣∣∣
]
≤ Cy√

n
. (∗3)
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Seien y1, ..., yn ∈ {−1, 1} beliebig und n−1 := #{i ≤ n | yi = −1} und analog
n1 := #{i ≤ n | yi = 1}, dann gilt

EP⊗n
[
sup
f∈F

∣∣∣P̂n(f)− P (f)
∣∣∣ | Y1, ..., Yn = y1, ..., yn

]
= EP⊗n

[
sup
f∈F

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

f(Xi, Yi)− P (f)

∣∣∣∣∣ | Y1, ..., Yn = y1, ..., yn

]

= EXi∼Pyi

[
sup
f∈F

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

f(Xi, yi)− P (f)

∣∣∣∣∣
]

= EXi∼P−1 ; X̃i∼P1

[
sup
f∈F

∣∣∣∣ 1n
n−1∑
i=1

f(Xi,−1) +
1

n

n1∑
i=1

f(X̃i, 1)

− P (Y = −1)EP−1 [f(·,−1)]− P (Y = 1)EP1 [f(·, 1)]

∣∣∣∣]
≤ EXi∼P−1

[
sup
f∈F

∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
i=1

f(Xi,−1)− P (Y = −1)EP−1[f(·,−1)]

∣∣∣∣∣
]

+ EX̃i∼P1

[
sup
f∈F

∣∣∣∣∣ 1n
n1∑
i=1

f(X̃i, 1)− P (Y = 1)EP1 [f(·, 1)]

∣∣∣∣∣
]

= EXi∼P−1

[
sup
f∈F−1

∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
i=1

f(Xi)− P (Y = −1)P−1(f)

∣∣∣∣∣
]

+ EX̃i∼P1

[
sup
f∈F1

∣∣∣∣∣ 1n
n1∑
i=1

f(X̃i)− P (Y = 1)P1(f)

∣∣∣∣∣
]

≤ EXi∼P−1

[
sup
f∈F−1

∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
i=1

f(Xi)−
n−1

n
P−1(f)

∣∣∣∣∣
]

+ sup
f∈F−1

|P−1(f)|
∣∣∣P (Y = −1)− n−1

n

∣∣∣
+ EX̃i∼P1

[
sup
f∈F1

∣∣∣∣∣ 1n
n1∑
i=1

f(X̃i)−
n1

n
P1(f)

∣∣∣∣∣
]

+ sup
f∈F1

|P1(f)|
∣∣∣P (Y = 1)− n1

n

∣∣∣
∗2,∗3
≤ n−1

n

C−1√
n−1

+M
∣∣∣P (Y = −1)− n−1

n

∣∣∣+
n1

n

C1√
n1

+M
∣∣∣P (Y = 1)− n1

n

∣∣∣
=

√
n−1

n

C−1√
n

+M
∣∣∣P (Y = −1)− n−1

n

∣∣∣+

√
n1

n

C1√
n

+M
∣∣∣P (Y = 1)− n1

n

∣∣∣
≤ C−1 + C1√

n
+M

∣∣∣P (Y = −1)− n−1

n

∣∣∣+M
∣∣∣P (Y = 1)− n1

n

∣∣∣ (∗4)
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Damit können wir nun berechnen:

EP⊗n
[
RL,P (Φ(Tn))− inf

α∈Λ
RL,P (fα)

]
≤ EP⊗n

[
|RL,P (Φ(Tn))−RL,P̂n

(Φ(Tn))|
]

+ EP⊗n
[
|RL,P̂n

(Φ(Tn))− inf
α∈Λ

RL,P̂n
(fα)|

]
︸ ︷︷ ︸

=0, bei ERM.

+ EP⊗n
[
| inf
α∈Λ

RL,P̂n
(fα)− inf

α∈Λ
RL,P (fα)|

]
≤ 2EP⊗n

[
sup
α∈Λ

∣∣∣RL,P̂n
(fα)−RL,P (fα)

∣∣∣]
= 2EP⊗n

[
sup
f∈F

∣∣∣P̂n(f)− P (f)
∣∣∣]

= 2EP⊗n
[
E
[
sup
f∈F

∣∣∣P̂n(f)− P (f)
∣∣∣ | Y1, ..., Yn

]]
∗4
≤ 2EP⊗n

[
C−1 + C1√

n
+M

∣∣∣P (Y = −1)− n−1

n

∣∣∣+M
∣∣∣P (Y = 1)− n1

n

∣∣∣]
= 2

C−1 + C1√
n

+ 2MEP⊗n
[∣∣∣P (Y = −1)− n−1

n

∣∣∣+
∣∣∣P (Y = 1)− n1

n

∣∣∣]
∗1
≤ 2

C−1 + C1√
n

+ 2M

(
1√
n

+
1√
n

)
=

1√
n

(2C−1 + 2C1 + 4M)

Lemma 1.5.

Sei F ⊂ L1(PX), sodass die l1-Variation

||f ||TV := lim
m→∞

sup
x1<...<xm

m−1∑
i=1

|f(xi)− f(xi+1)|

auf F gleichmäÿig beschränkt ist, dann gilt für jede im 1. Argument lipschitz-
stetige Verlustfunktion L : R×{−1, 1} → [0,∞], dass die Funktionenklassen

Fy := {x 7→ L(fα(x), y) | α ∈ Λ} , y ∈ {−1, 1}

universelle Donsker-Klassen sind.

Beweis. [eigenständig bewiesen]
Aus der Lipschitzstetigkeit folgt leicht, dass Fy auch gleichmäÿig beschränkte
l1-Variation besitzen. Nun folgt aus [2] Seite 329 die Behauptung.
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2 Vorbereitung

2.1 Rademacher-Komplexität

De�nition 2.1 (RKn(F)).
Sei F ⊂ L1(P ) und n ∈ N, dann ist dieRademacher-KomplexitätRKn(F)
von F de�niert durch

RKn(F) := E∗
[

sup
f∈F

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

εif(Xi)

∣∣∣∣∣
]
,

für
ε1, ε2, ...uiv. ∼ U({−1, 1}) und X1, X2, ...uiv. ∼ P.

Bemerkung 2.2 (Symmetrisierung). Für jedes F ⊂ L1(P ) gilt nach [4]
Lemma 2.3.1

E∗
[

sup
f∈F

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

f(Xi)− P (f)

∣∣∣∣∣
]
≤ 2RKn(F).

Lemma 2.3 (Rademacher-Komplexität von Donsker-Klassen).
Sei F ⊂ L2(P ) eine P -Donsker-Klasse, dann exisitert ein C > 0, sodass

∀n ∈ N : RKn(F) ≤ C√
n
.

Beweis. [eigenständig bewiesen]

Nach [2] Thm. 9.4.2 gilt für jede P̃ -Donsker-Klasse F̃ , dass

∃C > 0∀n ∈ N : E

[
sup
f̃∈F̃

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

(f̃(X̃i)− P̃ (f̃))

∣∣∣∣∣
]
≤ C√

n
.

Nun konstruieren wir zu einer P -Donsker-Klasse F ein W-Maÿ P̃ und eine
P̃ -Donsker-Klasse F̃ , sodass die obere Aussage sich zur gesuchten Form um-
schreiben lässt.
Sei

Ẽ := E︸︷︷︸
=:E1

t E︸︷︷︸
=:E2

; P̃ :=
1

2
P |E1 +

1

2
P |E2

F̃1 := {f̃1(x) := 1x∈I1 2f(x) | f ∈ F}
F̃2 := {f̃2(x) := −1x∈I2 2f(x) | f ∈ F},
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dann sieht man leicht, dass hier F̃1 und F̃2 auch P̃ -Donsker-Klassen sind.
Damit ist auch F̃1 ∪ F̃2 eine P̃ -Donsker-Klasse. Nach [4] Thm. 2.10.3 ist

dann auch die Konvexe Hülle conv(F̃1 ∪ F̃2) eine P̃ -Donsker-Klasse, womit
zuletzt auch

F̃ :=
{
f̃(x) := 1x∈E1f(x)− 1x∈E2f(x) | f ∈ F

}
⊂ conv(F̃1 ∪ F̃2)

eine P̃ -Donsker-Klasse ist. Es folgt die Eigenschaft

C√
n
≥ E

sup
f̃∈F̃

∣∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

(f̃(X̃i)− P̃ (f̃)︸ ︷︷ ︸
=0

)

∣∣∣∣∣∣


= E

[
sup
f∈F

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

(
1X̃i∈E1

f(X̃i)− 1X̃i∈E2
f(X̃i)

)∣∣∣∣∣
]

= E

sup
f∈F

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

n

n∑
i=1

(
1X̃i∈E1

− 1X̃i∈E2

)
f(X̃i)︸ ︷︷ ︸

beide Faktoren sind unabhängig

∣∣∣∣∣∣∣∣


= E

[
sup
f∈F

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

εif(Xi)

∣∣∣∣∣
]

für
X̃1, X̃1, ...uiv. ∼ P̃ ; X1, X2, ...uiv. ∼ P.

Lemma 2.4 (Rademacher-Komplexität von GC.-Klassen).
Sei F ⊂ L1(P ) eine P -Glivenko-Cantelli-Klasse, dann gilt

RKn(F)
n→∞−−−→ 0.

Beweis. [eigenständig bewiesen]
Die de�nierende Eigenschaft von P -GC.-Klassen ist

sup
f∈F
|P̂n(f)− P (f)| n→∞−−−→fs. 0.

Mit analoger Konstruktion zum oberen Lemma erhalten wir, dass F̃ eben-
falls P̃ -GC. ist. Die gleichmäÿige Beschränktheit von F vererbt sich auf F̃ ,

womit

(
sup
f̃∈F̃
| ˆ̃P n(f̃)− P̃ (f̃)|

)
n∈N

ggI. ist und die fs.-Konvergenz aus der GC.-

Eigenschaft die L1-Konvergenz

E

[
sup
f̃∈F̃
| ˆ̃P n(f̃)− P̃ (f̃)|

]
n→∞−−−→ 0
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impliziert. Wie schon im oberen Lemma lässt sich dies in die gewünschte
Aussage umformen.

2.2 Lévi-Abstand

De�nition 2.5 (Lévi-Abstand).
Seien P1 und P2 zwei W-Maÿe auf (E,A) und sei f : E → R messbar, dann
ist der von f abhängige Lévi-Abstand der Maÿe de�niert durch

Lf (P1, P2) := inf {δ > 0 | ∀t ∈ R : Pi(f ≤ t) ≤ Pj(f ≤ t+ δ) + δ ; i, j ∈ {1, 2}} .

Anschaulich beschreibt also der Lévi-Abstand wie weit die Graphen der Ver-
teilungsfunktionen F(f)∗P1 und F(f)∗P2 von einander entfernt sind.

Lemma 2.6.

Seien P1 und P2 zwei W-Maÿe auf (E,A) und sei f : E → [−M,M ] messbar,
dann gilt

|P1(f)− P2(f)| ≤ 8M Lf (P1, P2).

Beweis. [eigenständig bewiesen]

P1(f)− P2(f) = P1(f +M)− P2(f +M)

=

∫ 2M

0

x d((f +M)∗P1)(x)−
∫ 2M

0

x d((f +M)∗P2)(x)

=

∫ 2M

0

(∫ 2M

0

1y<x dy

)
d((f +M)∗P1)(x)−

∫ 2M

0

(∫ 2M

0

1y<x dy

)
d((f +M)∗P2)(x)

=

∫ 2M

0

(∫ 2M

0

1y<x d((f +M)∗P1)(x)−
∫ 2M

0

1y<x d((f +M)∗P2)(x)

)
dy

=

∫ 2M

0

P1(f +M > y)︸ ︷︷ ︸
=:1−F1(y−M)

−P2(f +M > y)︸ ︷︷ ︸
=:1−F2(y−M)

dy =

∫ M

−M
F2 − F1 dλ

Für jedes δ > Lf (P1, P2) gilt

F1 ≤ F2(·+ δ) + δ ; F2 ≤ F1(·+ δ) + δ.

und somit

F1(· − δ)− δ ≤ min(F1, F2) ≤ max(F1, F2) ≤ F1(·+ δ) + δ.

Es folgt

|P1(f)− P2(f)| ≤
∫ M

−M
|F1 − F2| dλ ≤

∫ M

−M
F1(·+ δ) + δ − F1(· − δ) + δ dλ
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= 4δM +

∫ M

−M
P1 (f ∈ (y − δ, y + δ]) dy

= 4δM +

∫ M

−M

∫
R

1x∈(y−δ,y+δ] d((f)∗P1)(x) dy

≤ 4δM +

∫
R

4δM d((f)∗P1)(x) = 8δM.

Lemma 2.7.

Sei f : [0, 1]→ R messbar, und P ein W-Maÿ auf [0, 1]× {−1, 1}, dann ist

P (sign(f(X)) 6= Y ) ≤ TODO

Beweis. [eigenständig bewiesen]
Für jedes δ > Lf (P, P̂n) ist

F(f)∗P (·−δ)−δ ≤ min(F(f)∗P , F(f)∗P̂n
) ≤ max(F(f)∗P , F(f)∗P̂n

) ≤ F(f)∗P (·+δ)+δ.

TODO

Lemma 2.8.

Seien P1 und P2 zwei W-Maÿe auf (E,A) und f : E → [−M,M ] messbar.
Für jedes δ ∈ (0, 1] sei ϕδ : R → [0, 1] die Funktion, die auf (−∞, 0] gleich
1, auf [δ,∞) gleich 0 und dazwischen linear ist, dann gilt

Lf (P1, P2) ≤ max

(
δ, sup
y∈[−M,M ]

|P1(ϕδ(f − y))− P2(ϕδ(f − y))|

)
=: CP1,P2(δ).

Beweis. [nach [1] Beweis von Thm. 10]
Für jedes y ∈ [−M,M ] gilt

P1(f ≤ y) ≤ P1(ϕδ(f − y))

≤ P2(ϕδ(f − y)) + sup
y∈[−M,M ]

|P1(ϕδ(f − y))− P2(ϕδ(f − y))|

≤ P2(f ≤ y + δ) + sup
y∈[−M,M ]

|P1(ϕδ(f − y))− P2(ϕδ(f − y))|

≤ P2(f ≤ y + CP1,P2(δ)) + CP1,P2(δ).

Für vertauschte P1 und P2 gilt die Rechnung analog.
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3 Aussage des Artikels

Satz 3.1 (Allgemeine Abschätzungen mit der Rademacher-Komplexität).
Sei F ⊂ {f : E → R mb.} gleichmäÿig beschränkt und sei (ϕk) eine Familie
von Lipschitzstetigen Funktionen mit |ϕk(x) − ϕk(y)| ≤ ck |x − y| und ϕk ≥
1(−∞,0], dann gilt für jedes t > 0, dass

P

(
∃f ∈ F : P (f ≤ 0) >

t√
n

+ inf
k∈N

[
P̂n(ϕk ◦ f) + 4ckRKn(F) +

(
log(k)

n

) 1
2

])
≤ 2e−2t2

Beweis. [nach [1] Thm. 1]
Sei OE. 1 ≥ ϕk und damit auch ϕk|(−∞,0] = 1, dann de�nieren wir

Gϕk := {ϕk ◦ f − 1 | f ∈ F}.

Aus [6] Thm. 9.2 folgt

P
(
||P̂n − P ||Gϕk − E

[
||P̂n − P ||Gϕk

]
≥ t√

n

)
≤ e−2t2 .

Der Erwartungswert lässt sich nach [4] Lemma 2.3.1 und [3] Thm. 4.12 durch

E
[
||P̂n − P ||Gϕk

]
≤ 2RKn(Gϕk) ≤ 4ckRKn(F)

abschätzen und wir erhalten

P
(
||P̂n − P ||Gϕk ≥

t√
n

+ 4ckRKn(F)

)
≤ e−2t2 .

Nun gilt für jedes f ∈ F , dass

||P̂n − P ||Gϕk = sup
f∈F
|P̂n(ϕk ◦ f)− P (ϕk ◦ f)|

≥ P (ϕk ◦ f)− P̂n(ϕk ◦ f) ≥ P (f ≤ 0)− P̂n(ϕk ◦ f),

woraus folgt:

P
(
∃f ∈ F : P (f ≤ 0) ≥ t√

n
+ 4ckRKn(F) + P̂n(ϕk ◦ f)

)
≤ e−2t2 .

einsetzen von t = t̃+
√

log(k) liefert

P

(
∃f ∈ F : P (f ≤ 0) ≥ t̃√

n
+ inf

k∈N

[
4ckRKn(F) + P̂n(ϕk ◦ f) +

√
log(k)

n

])

≤
∞∑
k=1

e
−2
(
t̃+
√

log(k)
)2
≤ 2e−2t̃2 .
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Satz 3.2 (Abschätzung des Levi-Abstandes).
Sei F ⊂ {f : E → [−M,M ] mb.}, dann gilt für jedes t > 0

P

(
sup
f∈F

Lf (P, P̂n) ≥ t√
n

+ 2

(
M√
n

+RKn(F)

) 1
2

)
≤ e−2t2 .

Beweis. [nach [1] Thm. 10]
Sei zu beliebigem δ > 0 die Funktion ϕδ wie in Lemma 2.8 beschrieben, dann
ist ϕδ Lipschitzstetig zur Konstante 1

δ
.

Wir de�nieren

F ′ := {f(·)− a | f ∈ F , a ∈ [−M,M ]}.

Analog zur ersten Hälfte des Beweises von Satz 3.1 de�nieren wir

Gϕδ :=:= {ϕδ ◦ f − 1 | f ∈ F ′}

und erhalten

P
(
||P̂n − P ||Gϕδ ≥

t√
n

+
4

δ
RKn(F ′)

)
≤ e−2t2 .

Mit folgender Abschätzung der Rademacher-Komplexität

RKn(F ′) = E

[
sup
f∈F

sup
a∈[−M,M ]

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

εi (f(Xi)− a)

∣∣∣∣∣
]

= E

[
sup
f∈F

sup
a∈[−M,M ]

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

εif(Xi)−
1

n

n∑
i=1

εia

∣∣∣∣∣
]

≤ E

[
sup
f∈F

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

εif(Xi)

∣∣∣∣∣+ sup
a∈[−M,M ]

a

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

εi

∣∣∣∣∣
]

= RKn(F) +ME

[∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

εi

∣∣∣∣∣
]
≤ RKn(F) +

M√
n

wird daraus

P
(
||P̂n − P ||Gϕδ ≥

t√
n

+
4

δ

(
RKn(F) +

M√
n

))
≤ e−2t2 .

Nun setzen wir δ = 2
√
RKn(F) + M√

n
, dann ist mit Wahrscheinlichkeit 1 −

e−2t2

max
(
δ, ||P̂n − P ||Gϕδ

)
≤ 2

√
RKn(F) +

M√
n

+
t√
n
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und wir erhalten nach Lemma 2.8 die Aussage

P

(
sup
f∈F

Lf (P, P̂n) ≥ t√
n

+ 2

(
M√
n

+RKn(F)

) 1
2

)
≤ e−2t2 .

Korollar 3.3 (GC.-Klassen und Levi-Abstand).
Sei F ⊂ {f : E → [−M,M ] mb.}, dann ist äquivalent

a) F ist P -GC.

b) sup
f∈F

Lf (P, P̂n)
n→∞−−−→fs. 0 .

Beweis. [eigenständig bewiesen]

a⇒ b :
Nach Lemma 2.4 gilt

RKn(F)
n→∞−−−→ 0.

Wir wenden Satz 3.2 mit t =
√

log(n) an und erhalten für jedes n ∈ N

P

(
sup
f∈F

Lf (P, P̂n) ≥
√

log(n)√
n

+ 2

(
M√
n

+RKn(F)

) 1
2

)
≤ e−2

√
log(n)

2

=
1

n2
.

Mit
∞∑
n=1

1
n2 <∞ und Borel-Cantelli folgt

P

lim sup
n→∞

sup
f∈F

Lf (P, P̂n) ≥
√

log(n)√
n

+ 2

(
M√
n

+RKn(F)

) 1
2

︸ ︷︷ ︸
→0


 = 0.

b⇒ a :
Folgt direkt aus Lemma 2.6.

Korollar 3.4 (Donsker-Klassen und Levi-Abstand).
Sei F ⊂ {f : E → [−M,M ] mb.} eine P -Donsker-Klasse, dann existiert ein
C > 0, sodass

∀n ∈ N : E
[
sup
f∈F

Lf (P, P̂n)

]
≤ C n−

1
4 .
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Beweis. [nach [1] Thm. 9]
Folgt direkt aus Lemma 2.3 und Satz 3.2.

Satz 3.5 (Margin-Abschätzung).
Sei P eine Verteilung auf E ×{−1, 1} und F ⊂ {f : E ×{−1, 1} → Rmb.}.
Wir de�nieren für ein f ∈ F :

mf (x, y) := f(x, y)− f(x,−y)

(Anschaulich soll f ein Klassi�zierer sein, der x der Kategorie y zuordnet,
falls mf (x, y) > 0. Der Wert von mf beschreibt dann den Abstand 'Margin'
zu der Entscheidungsgrenze.)
Sei

RKn := RKn ({f(·, 1) | f ∈ F} ∪ {f(·,−1) | f ∈ F}) ,

dann gilt für jedes t > 0 :

P

∃f ∈ F : P (mf ≤ 0) > inf
δ∈(0,1)

P̂n(mf ≤ δ) +
48

δ
RKn +

√
log log2(2

δ
)

n

+
t√
n

 ≤ 2e−2t2

(vgl. [1] Thm. 11)
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4 Anwendung

Bemerkung 4.1.

Wir erinnern uns an den Zusammenhang∣∣∣RL,P̂n
(fα)−RL,P (fα)

∣∣∣ =
∣∣∣P̂n(L(fα(X), Y ))− P (L(fα(X), Y ))

∣∣∣ .
Wenn wir

F := {L(fα(X), Y ) | α ∈ Λ}
de�nieren, erhalten wir mit Hilfe von Lemma 2.6 die Aussage

sup
α∈Λ

∣∣RP̂n
(fα)−RP (fα)

∣∣ ≤ 4 sup
f∈F

Lf (P̂n, P ).

Hiermit sieht man leicht den Nutzen für ERM.-Algorithmen, da wir nun
das Algorithmus-Risiko folgendermaÿen abschätzen können. Sei dazu f ∗ :=
arg min

α∈Λ
RL,P (fα).

RP (Φ(Tn))−RP (f ∗)

=
(
RP (Φ(Tn))−RP̂n

(Φ(Tn))
)

+

(
RP̂n

(Φ(Tn))− inf
α∈Λ

RP̂n
(fα)

)
︸ ︷︷ ︸

=0, bei ERM.

+

(
inf
α∈Λ

RP̂n
(fα)−RP̂n

(f ∗)

)
︸ ︷︷ ︸

≤0

+
(
RP̂n

(f ∗)−RP (f ∗)
)

≤ 2 sup
α∈Λ

∣∣RP̂n
(fα)−RP (fα)

∣∣ ≤ 8 sup
f∈F

Lf (P̂n, P ).

Mit Korollar 3.4 kann man z.B. für Donsker-Klassen F das erwartete Risiko
abschätzen:

E
[
RP (Φ(Tn))− inf

α∈Λ
RP (fα)

]
≤ E

[
8 sup
f∈F

Lf (P̂n, P )

]
≤ 8C n−

1
4 .

Das ist in diesem Fall leider eine schlechtere Abschätzung, als die aus Lemma
1.4, womit der direkte Nutzen für Donsker-Klassen eher begrenzt ist.
Auch würde sich für die Abschätzung des Risikos bei nicht-Donsker-Klassen
in Abhängigkeit von RKn(F) die in Bemerkung 2.2 erwähnte Ungleichung
besser eignen, denn wir erhalten

E
[
RP (Φ(Tn))− inf

α∈Λ
RP (fα)

]
≤ 4RKn(F).
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Das ist wieder eine echt bessere Abschätzung des erwarteten Risikos, als wir
mit Satz 3.2 erhalten würden.

Bemerkung 4.2.

Wir stellen leicht fest, dass für eine Funktionenklasse F die konvexe Hülle
co(F) dieselbe Rademacher-Komplexität besitzt.

RKn(co(F)) = E

sup
m∈N

sup
f1,...,fm∈F

sup

λj>0;
m∑
j=1

λj=1

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

εi

m∑
j=1

λjfj(Xi)

∣∣∣∣∣


≤ E

sup
m∈N

sup
f1,...,fm∈F

sup

λj>0;
m∑
j=1

λj=1

m∑
j=1

λj

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

εifj(Xi)

∣∣∣∣∣


= E

sup
m∈N

sup

λj>0;
m∑
j=1

λj=1

m∑
j=1

λj sup
fj∈F

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

εifj(Xi)

∣∣∣∣∣


= E

sup
m∈N

sup

λj>0;
m∑
j=1

λj=1

m∑
j=1

λj

︸ ︷︷ ︸
=1

sup
f∈F

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

εif(Xi)

∣∣∣∣∣
 = RKn(F) ≤ RKn(co(F))

Diese Eigenschaft macht das Ergebnis des Artikels interessant für Lern-Algorithmen,
die aus gewichteten Summen von Entscheidungen simpler Algorithmen beste-
hen.
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5 Vergleich

Der folgende Satz verwendet nur Lemma 1.4 und eine ähnliche Methode zu
der die im Beweis von Satz 3.1 verwendet wird. Es werden jedoch keine
Ergebnisse aus dem Artikel direkt benötigt.

Satz 5.1 (RKHS. Algorithmus-Risiko).
Sei P ein W-Maÿ auf [0, 1]× {−1, 1}. Wir de�nieren die Funktionsfamilien

(fα)α∈Λr,σ = Fr,σ := {f ∈ Hσ | ||f ||Hσ ≤ r}

und die ERM.
Φr,σ(Tn) := arg min

α∈Λr,σ
RL,P̂n

(fα)

für eine im 1. Argument Lipschitzstetige Verlusfunktion L.
Dann existieren (nur von P abhängige) C1, C2 > 0, sodass für beliebige r, σ >
0 und n ∈ N gilt

E
[
RL,P (Φr,σ(Tn))− inf

α∈Λr,σ
RL,P (fα)

]
≤ r

σ

C1√
n

+
C2√
n
.

Beweis. [eigenständig beiwesen]
In Lemma 6.1 im letzten Vortrag haben wir gezeigt, dass für jedes f ∈ Hσ

gilt:

||f ||TV ≤
√

2

σ2
||f ||Hσ

Damit ist

Fr,σ = BHσ
r (0) ⊂ E√2 r

σ
:=
{
f : [0, 1]→ Rmb. | ||f ||TV ≤

√
2
r

σ

}
.

Aus der Lipschitzstetigkeit von L(·, 0) und L(·, 1) folgt, dass ein M > 0
existiert, sodass

σ

r
L(Fr,σ, 0) ∪ σ

r
L(Fr,σ, 1) ⊂ EM .

Nach [2] S. 329 ist EM eine universelle Donsker-Klasse, womit σ
r
L(Fr,σ, 0)

und σ
r
L(Fr,σ, 1) ebenfalls universelle Donsker-Klassen sind.

Nun erhalten wir mit der Eigenschaft von Donsker-Klassen (vgl. [2] Thm.
9.4.2), dass für y ∈ {−1, 1} gilt

E

[
sup
f∈Fr,σ

∣∣∣P (σ
r
L (f(X), y)

)
− P̂n

(σ
r
L (f(X), y)

)∣∣∣] ≤ C√
n
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für ein C > 0. Nun bringen wir die Vorfaktoren auf die andere Seite und
erhalten

E

[
sup
f∈Fr,σ

∣∣∣P (σ
r
L (f(X), y)

)
− P̂n

(σ
r
L (f(X), y)

)∣∣∣] ≤ r

σ

C√
n
.

Mit analoger Rechnung zu Lemma 1.4 erhalten wir damit

E

[
sup
f∈Fr,σ

∣∣∣∣RL,P (f)− inf
g∈Fr,σ

RL,P (g)

∣∣∣∣
]
≤ r

σ

C1√
n

+
C2√
n

für C1, C2 > 0.

Satz 5.2 (RKHS. Familien-Risiko).
Unter denselben Voraussetzungen, wie im vorherigen Satz (falls P den GNE.
α ∈ (0,∞) hat), gilt mit Hinge-Loss l:

inf
f∈Fr,σ

Rl,P (f)− inf
f :[0,1]→{−1,1}

Rl,P (f) ≤ c

(
1

σr2
+ Cα2

α
2 σα

)
Für ein von r, σ unabhängiges c > 0 und Cα wie in der De�nition des GNE.
aus dem letzten Vortrag.

Beweis. Dies folgt sofort aus [7] Thm. 2.7.

Bemerkung 5.3.

Falls die Folgen rn und σn so gewählt werden, dass

rn
σn

n→∞−−−→ 0,

dann kann das Familien-Risiko

inf
f∈Fr(n),σ(n)

Rl,Pf − inf
f :[0,1]→{−1,1}mb.

Rl,P (f)

für nicht-triviale P nicht mehr gegen 0 konvergieren.
Es ist also nicht möglich die erhaltene Konvergenzgeschwindigkeit von n−

1
2

durch geeignete Wahl von rn und σn zu verbessern.
(Wir werden sie sogar verschlechtern müssen um Konvergenz von Algorithmus-
Risiko und Familien-Risiko zu erhalten.)

Bemerkung 5.4.

Wir wollen nun die Folgen rn und σn geeignet wählen um eine möglichst
schnelle Konvergenzgeschwindigkeit von

E
[
Rl,P (Φrn,σn(Tn))− inf

f :[0,1]→{−1,1}
Rl,P (f)

]
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zu erhalten. Nach den Sätzen 5.1 und 5.2 ist die Konvergenzgeschwindigkeit
bis auf Konstanten bestimmt durch

max

(
σαn ,

1

σnr2
n

,
rn

σn
√
n
,

1√
n

)
.

Dabei macht der letzte Term keine Unterschied, denn wie in Bemerkung 5.3
erwähnt, darf rn

σn
keine Nullfolge sein. Durch Gleichsetzen der drei übrigen

Terme erhalten wir die (bis auf Konstanten) optimale Wahl

rn := n
1
6 σn := n−

1
3(α+1)

mit Konvergenzgeschwindigkeit n−
α

3(α+1) .

Fazit:

Durch die primitivere Methode der ERM. mit schrittweiser Vergröÿerung der
Klassi�katoren-Familie (fα)α∈Λrn,σn erhalten wir (wie zu erwarten) nicht so
gute Raten, wie mit der im letzten Vortrag beschriebenen ERMR. auf dem
RKHS. Hσn.
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Satz 5.5.

Sei P eine Verteilung auf R× {−1, 1}, sodass PX eine beschränkte Dichte p
hat und sei s∗ der Bayes-Klassi�kator.
Wir betrachten das Setting vom Ende des letzten Vortrags mit

ΦN
n (x) := ΦNaiv(Tn)(x) =

1

n

n∑
i=1

Yi
Kσn(x,Xi)√

2πσ2
.

De�niere für y ∈ {−1, 1} :

Py = PX|Y=y , Py = py · λ

und

P̂n,σn,y = p̂n,σn,y · λ , p̂n,σn,y(x) =
1

n

∑
i≤n,Yi=y

Kσn(x,Xi)√
2πσ2

n

.

Unter der Voraussetzung, dass P den TNE q ∈ [0,∞] besitzt und dass gilt:

∃ε > 0 ∀σ > 0, y ∈ {−1, 1} :∣∣∣∣∣
∫
R

∫
R
(py(x)− py(x+ tσ))

e−t
2

√
2π

dt dPy(x)

∣∣∣∣∣ ≤ c σε (∗1)

Dann folgt für die Wahl σn := n−
1

2(1+ε) , dass

E
[
RP (sign ◦ ΦN

n )−RP (s∗)
]
≤ c n−

εq
2(q+1)(1+ε) .

Beweis. [eigenständig bewiesen]
Zuerst wollen wir für ny := #{i ≤ n | Yi = y} und λy = P (Y = y) den Term

P
(
Y ΦN

n (X) ≤ 2δn
)
− P

(
Y (λY pY (X)− λ−Y p−Y (X)) ≤ 3δn

)
abschätzen. Dafür berechnen wir

Ex∼Py
[
py(x)− Py

(
Kσn(x,X)

σn
√

2π

)]
=

∫
R
py(x)−

∫
R
py(z)

Kσn(x, z)

σn
√

2π
dz dPy(x)

=

∫
R

∫
R
(py(x)− py(z))

e
− (x−z)2

σ2n

σn
√

2π
dz dPy(x)

=

∫
R

∫
R
(py(x)− py(x+ z))

e
− z2

σ2n

σn
√

2π
dz dPy(x)
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=

∫
R

∫
R
(py(x)− py(x+ tσn))

e−t
2

√
2π

dt dPy(x)
∗1
≤ cσεn (∗2)

Daraus folgt

P
(
Y ΦN

n (X̃) ≤ 2δn
)
− P

(
λY pY (X̃)− λ−Y p−Y (X̃) ≤ 3δn

)
=

∑
y∈{−1,1}

λy

(
EX̃∼Py ,Tn∼P⊗n

[
1yΦNn (X̃)≤2δn

]
− EX̃∼Py ,Tn∼P⊗n

[
1λypy(X̃)−λ−yp−y(X̃)≤3δn

])
≤

∑
y∈{−1,1}

λyEX̃∼Py ,Tn∼P⊗n
[
1yΦNn (X̃)≤2δn∧λypy(X̃)−λ−yp−y(X̃)≤3δn

]
≤

∑
y∈{−1,1}

λyEX̃∼Py ,Tn∼P⊗n
[
1|yΦNn (X̃)−λypy(X̃)+λ−yp−y(X̃)|≥δn

]
≤ 1

δn

∑
y∈{−1,1}

λyEX̃∼Py ,Tn∼P⊗n
[∣∣∣yΦN

n (X̃)− λypy(X̃) + λ−yp−y(X̃)
∣∣∣]

=
1

δn

∑
y∈{−1,1}

λyEX̃∼Py ,Tn∼P⊗n

[∣∣∣∣∣y 1

n

n∑
i=1

Yi
Kσn(X̃,Xi)

σn
√

2π
− λypy(X̃) + λ−yp−y(X̃)

∣∣∣∣∣
]

=
1

δn

∑
y∈{−1,1}

λyEX̃∼Py ,Tn∼P⊗n

[∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i≤n,Yi=y

Kσn(X̃,Xi)

σn
√

2π
−

1

n

n∑
i≤n,Yi=−y

Kσn(X̃,Xi)

σn
√

2π
− λypy(X̃) + λ−yp−y(X̃)

∣∣∣∣∣
]

=
1

δn

∑
y∈{−1,1}

λyEX̃∼Py ,Tn∼P⊗n

[∣∣∣∣∣nyn (P̂y)ny

(
Kσn(X̃,X)

σn
√

2π

)
−

n−y
n

(P̂−y)n−y

(
Kσn(X̃,X)

σn
√

2π

)
− λypy(X̃) + λ−yp−y(X̃)

∣∣∣∣∣
]

≤ 1

δn

∑
y∈{−1,1}

λyEX̃∼Py

[ ∣∣∣∣∣nyn Py
(
Kσn(X̃,X)

σn
√

2π

)
− ny

n
py(X̃)

∣∣∣∣∣+∣∣∣∣∣n−yn P−y

(
Kσn(X̃,X)

σn
√

2π

)
− n−y

n
p−y(X̃)

∣∣∣∣∣
]

+
2

δn

∑
y∈{−1,1}

E
[∣∣∣ny
n
− λy

∣∣∣]+
c

δnσn
√
n

≤ 1

δn

∑
y∈{−1,1}

λyEX̃∼Py

[ ∣∣∣∣∣Py
(
Kσn(X̃,X)

σn
√

2π

)
− py(X̃)

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣P−y
(
Kσn(X̃,X)

σn
√

2π

)
− p−y(X̃)

∣∣∣∣∣
]
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+
c

δn
√
n

+
c

δnσn
√
n

∗2
≤ cσεn

δn
+

c

δn
√
n

+
c

δnσn
√
n

(∗3)

Als weitere Vorüberlegung wollen wir E
[
P̂n(Y ΦN

n (X) ≤ δn)− P (Y ΦN
n (X) ≤ 2δn)

]
abschätzen. Dazu de�nieren wir ϕn als 1 auf (−∞, δn], als 0 auf [2δn,∞) und
dazwischen linear. Wir sehen nach [2] Seite 329 leicht, dass die Menge

F := {δnϕn ◦ yΦN
n | n ∈ N, y ∈ {−1, 1}, Tn Trainigsdatensatz}

eine Donsker-Klasse ist. Wir folgern

E
[
P̂n(Y ΦN

n (X) ≤ δn)− P (Y ΦN
n (X) ≤ 2δn)

]
≤ E

[
P̂n(ϕn ◦ Y ΦN

n (X) ≤ δn)− P (ϕn ◦ Y ΦN
n (X) ≤ 2δn)

]
≤ 1

δn
E
[
P̂n(δnϕn ◦ Y ΦN

n (X) ≤ δn)− P (δnϕn ◦ Y ΦN
n (X) ≤ 2δn)

]
≤ c

δn
√
n

(∗4)

Nun wenden wir Satz 3.5 für fn(x, y) := p̂n,σn,y(x) an und erhalten

2e−2t2 ≥ P

∃f ∈ F : P (mf ≤ 0) > inf
δ∈(0,1)

P̂n(mf ≤ δ) +
c

σnδ
√
n

+

√
log log2(2

δ
)

n

+
t√
n


≥ P

(
∃f ∈ F : P (mf ≤ 0) > inf

δ∈(0,1)

[
P̂n(mf ≤ δ) +

c

σnδ
√
n

]
+

t√
n

)
≥ P

(
P (mfn ≤ 0) > inf

δ∈(0,1)

[
P̂n(mfn ≤ δ) +

c

σnδ
√
n

]
+

t√
n

)
= P

(
RP (sign ◦ ΦN

n ) > inf
δ∈(0,1)

[
P̂n(Y ΦN

n (X) ≤ δ) +
c

σnδ
√
n

]
+

t√
n

)
≥ P

(
RP (sign ◦ ΦN

n ) > P̂n(Y ΦN
n (X) ≤ δn) +

c

σnδn
√
n

+
t√
n

)
Für tn := 1

σnδn
√
n
folgt:

E
[
RP (sign ◦ ΦN

n )− P̂n(Y ΦN
n (X) ≤ δn)

]
≤ c

σnδn
√
n
. (∗5)
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Mit diesen Vorüberlegungen berechnen wir nun

E
[
RP (sign ◦ ΦN

n )−RP (s∗)
]

= E
[
RP (sign ◦ ΦN

n )− P̂n(Y ΦN
n (X) ≤ δn)

]
︸ ︷︷ ︸

≤ c
σnδn

√
n

(∗5)

+ E
[
P̂n(Y ΦN

n (X) ≤ δn)− P (Y ΦN
n (X) ≤ 2δn)

]
︸ ︷︷ ︸

≤ c
δn
√
n

(∗4)

+ P
(
Y ΦN

n (X) ≤ 2δn
)
− P

(
λY pY (X)− λ−Y p−Y (X) ≤ 3δn

)︸ ︷︷ ︸
≤ cσ

ε
n

δn
+ c
δn
√
n

+ c
δnσn

√
n

(∗3)

+ P
(
λY pY (X)− λ−Y p−Y (X) ≤ 3δn

)
−RP (s∗)

für λy = P (Y = y). Der letzte Term lässt sich mit Hilfe des TNE q ∈ [0,∞]
abschätzen.

P
(
λY pY (X)− λ−Y p−Y (X) ≤ 3δn

)
−RP (s∗)

= P
(
λY pY (X)− λ−Y p−Y (X) ≤ 3δn

)
− P (λY pY (X)− λ−Y p−Y (X) ≤ 0)

≤ P
(
λY pY (X)− λ−Y p−Y (X) ≤ 3δn ∧ λY pY (X)− λ−Y p−Y (X) > 0

)
≤ P

(
|λY pY (X)− λ−Y p−Y (X)| ≤ 3δn

)
= P (|2η(X)− 1| ≤ 3δnp(X)) ≤ P

(∣∣∣∣η(X)− 1

2

∣∣∣∣ ≤ 3

2
δn||p||∞

)
≤ cδqn.

Mit den oberen beiden Rechnungen erhalten wir

E
[
RP (sign ◦ ΦN

n )−RP (s∗)
]

≤ cmax

(
1

σnδn
√
n
,
σεn
δn
,

1

δn
√
n
,

1

δnσn
√
n
,

1

δnnε
, δqn

)
= cmax

(
1

σnδn
√
n
,
σεn
δn
, δqn

)
Durch Gleichsetzten der drei Terme erhalten wir die (bis auf konstanten)

optimale Wahl σn = n−
1

2(1+ε) und δn = σ
ε
q+1
n = n−

ε
2(q+1)(1+ε) . Daraus erhalten

wir die Konvergenzgeschwindigkeit n−
εq

2(q+1)(1+ε) .
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Wir wenden nun Satz 3.5 auf die im letzten Vortrag erarbeitete andere Be-
trachtungsweise des ERMR Klassi�kators an.

Satz 5.6.

Sei P ein W-Maÿ auf [0, 1]×{−1, 1} mit GNE α ∈ (0,∞). Wähle λn = n−
1
3

und σn = n−
1

3(α+1) . Wir erinnern uns an die im letzten Vortrag de�nierte
ERM mit Regularisierung:

Φλn,σn(Tn) = arg min
f∈Hσn

(
λn · ||f ||2Hσn +RL,P̂n

(f)
)

Wir hatten auch im letzten Vortrag gesehen, dass der Minimierer die Form

Φλn,σn(Tn)(x) =
n∑
i=1

αiYiKσn(x,Xi)

für αn1 , ..., α
n
n ≥ 0 annimmt.

Unter der Voraussetzung, dass ein ε ∈ [0, 1
2
) existiert mit

E
[ n∑
j=1

αnj︸ ︷︷ ︸
=:Sn

]
= O(nε) (∗1)

existiert nun ein C > 0, sodass für jedes n ∈ N gilt:

E
[
RP (sign(Φλn,σn(Tn)))− inf

f :[0,1]→{−1,1}
RP (f)

]
≤ C n−min( 1−2ε

4
, α
3(α+1)).

Beweis. [eigenständig bewiesen]
Im letzten Vortrag haben wir gesehen, dass

sign(Φλn,σn(Tn)(·)) = 1⇔
∑

i≤n;Yi=1

αni
Sn︸︷︷︸

=:α̃ni

Kσn(·, Xi) >
∑

i≤n;Yi=−1

αni
Sn︸︷︷︸

=:α̃ni

Kσn(·, Xi).

Wir de�nieren nun

fn(x, y) :=
∑

i≤n;Yi=y

α̃niKσn(x,Xi)

und (wie in Satz 3.5)

mfn := fn(x, y)− fn(x,−y) =
yΦλn,σn(Tn)(x)

Sn
(∗2)
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Wir sehen leicht, dass so ein fn(·, y) immer in der Menge

F := co ({0} ∪ {Kσ(·, X) | σ > 0, X ∈ [0, 1]})

liegen wird. Nach [2] Seite 329 ist {Kσ(·, X) | σ > 0, X ∈ [0, 1]} eine univer-
selle Donsker-Klasse und wir können mit Lemma 1.4 und Lemma 2.3 folgern,
dass RKn(F) ≤ c√

n
für ein c > 0. (∗3)

(In Zukunft wird jede Konstante, die nicht von n oder δ abhängt mit c be-
zeichnet.)

Nun wenden wir Satz 3.5 ([1] Thm. 11) an und erhalten für jedes t > 0 :

2e−2t2 ≥ P

∃f ∈ F : P (mf ≥ 0) > inf
δ∈(0,1)

P̂n(mf ≤ δ) +
48

δ
RKn +

√
log log2(2

δ
)

n

+
t√
n


≥ P

P (mfn ≥ 0) > inf
δ∈(0,1)

P̂n(mfn ≤ δ) +
48

δ
RKn +

√
log log2(2

δ
)

n

+
t√
n


∗3
≥ P

P (mfn ≥ 0) > inf
δ∈(0,1)

P̂n(mfn ≤ δ) +
c

δ
√
n

+

√
log log2(2

δ
)

n︸ ︷︷ ︸
≤ c
δ
√
n

+
t√
n


≥ P

(
P (mfn ≥ 0) > inf

δ∈(0,1)

[
P̂n(mfn ≤ δ) +

c

δ
√
n

]
+

t√
n

)
∗2= P

(
P (Y Φλn,σn(Tn)(X) ≥ 0) > inf

δ∈(0,1)

[
P̂n (Y Φλn,σn(Tn)(X) ≤ δ Sn) +

c

δ
√
n

]
+

t√
n

)
≥ P

(
RP (sign ◦ Φλn,σn(Tn)) >

inf
δ∈(0,1)

[
P̂n
(
l(Φλn,σn(Tn)(X), Y ) ≥ (1− δ Sn)+)+

c

δ
√
n

]
+

t√
n

)
≥ P

(
RP (sign ◦ Φλn,σn(Tn)) > inf

δ∈(0, 1
Sn

)

[
Rl,P̂n

(Φλn,σn(Tn))

1− δSn
+

c

δ
√
n

]
+

t√
n

)

= P
(
RP (sign ◦ Φλn,σn(Tn)) > inf

δ∈(0,1)

[
Rl,P̂n

(Φλn,σn(Tn))

1− δ
+
c Sn
δ
√
n

]
+

t√
n

)
= P

(
RP (sign ◦ Φλn,σn(Tn))−Rl,P̂n

(Φλn,σn(Tn)) >
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inf
δ∈(0,1)

[
Rl,P̂n

(Φλn,σn(Tn))

1− δ
−Rl,P̂n

(Φλn,σn(Tn)) +
c Sn
δ
√
n

]
+

t√
n

)

= P

(
RP (sign ◦ Φλn,σn(Tn))−Rl,P̂n

(Φλn,σn(Tn)) >

inf
δ∈(0,1)

[
δ Rl,P̂n

(Φλn,σn(Tn))

1− δ
+
c Sn
δ
√
n

]
+

t√
n

)

Wir de�nieren δn :=
√
Sn

n
1
4

und erhalten

2e−2t2 ≥ P

(
RP (sign ◦ Φλn,σn(Tn))−Rl,P̂n

(Φλn,σn(Tn)) >

inf
δ∈(0,1)

[
δ Rl,P̂n

(Φλn,σn(Tn))

1− δ
+
c Sn
δ
√
n

]
+

t√
n

)

≥ P

(
RP (sign ◦ Φλn,σn(Tn))−Rl,P̂n

(Φλn,σn(Tn)) >

δnRl,P̂n
(Φλn,σn(Tn))

1− δn
+

c Sn
δn
√
n

+
t√
n

)

≥ P

(
RP (sign ◦ Φλn,σn(Tn))−Rl,P̂n

(Φλn,σn(Tn)) >

δnRl,P̂n
(Φλn,σn(Tn))

1− δn
+
c
√
Sn

n
1
4

+
t√
n

)

≥ P

(
RP (sign ◦ Φλn,σn(Tn))−Rl,P̂n

(Φλn,σn(Tn))︸ ︷︷ ︸
0≤·≤4

>
c
√
Sn

n
1
4

+
t√
n

)

Durch Wahl von tn := n
1+2ε

4 folgt leicht mit ∗1:

E
[
RP (sign ◦ Φλn,σn(Tn))−Rl,P̂n

(Φλn,σn(Tn))
]
≤ c n−

1−2ε
4 (∗4)

Nun wollen wir E
[
|Rl,P (Φλn,σn(Tn))−Rl,P̂n

(Φλn,σn(Tn))|
]
abschätzen. Dazu

stellen wir wie im letzten Vortrag fest, dass Φλn,σn(Tn) in Fr,σ := B
Hσn
rn (0) für

rn =
√

1
λn

liegt, und somit die l1−V ariation durch
√

2rn
σn

beschränkt ist. Aus

der Lipschitzstetigkeit von l folgt, dass l(Φλn,σn(Tn),−1) und l(Φλn,σn(Tn), 1)
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in l1-Variation ebenfalls kleinergleich
√

2rn
σn

sind. Damit sind σn
rn
l(Φλn,σn(Tn),−1)

und σn
rn
l(Φλn,σn(Tn), 1) nach [2] Seite 329 in der universellen Donskerklasse

E√2 enthalten und es folgt

E
[
|Rl,P (Φλn,σn(Tn))−Rl,P̂n

(Φλn,σn(Tn))|
]

≤ E

 sup
f∈E√2rn

σn

|P (l(f(X), Y ))− P̂n(l(f(X), Y ))|


= E

 rn
σn

sup
f∈E√2rn

σn

∣∣∣∣P (σnrn l(f(X), Y )

)
− P̂n

(
σn
rn
l(f(X), Y )

)∣∣∣∣


≤ rn
σn

c√
n
. (∗5)

Als nächstes wird der Term E
[
Rl,P (Φλn,σn(Tn))− inff∈Hσn

(
λn||f ||2Hσn +Rl,P (f)

)]
abgeschätzt. Wir de�nieren die Verlustfunktion

l̃n(f, (x, y)) := λn||f ||2Hσn + l(f(x), y).

Man sieht leicht, dass dann ||l̃n(f, (·, 1))||TV , ||l̃n(f, (·,−1))||TV ≤ ||f ||TV gilt.
Damit gilt analog zu Satz 5.1, dass

E
[
λn||Φr,σ(Tn)||2Hσn +Rl,P (Φr,σ(Tn))− inf

f∈Frn,σn

(
λn||f ||2Hσn +Rl,P (f)

)]
≤ rn
σn

c√
n

+
c√
n
.

Für rn =
√

1
λn

ist das In�mum bereits das In�mum über ganz Hσn und wir

folgern

E
[
Rl,P (Φr,σ(Tn))− inf

f∈Hσn

(
λn||f ||2Hσn +Rl,P (f)

)]
≤ rn
σn

c√
n

+
c√
n
. (∗6)

Aus [7] Thm. 2.7 folgt sofort die Ungleichung

inf
f∈Hσn

(
λn||f ||2Hσn +Rl,P (f)

)
− inf

f :[0,1]→{−1,1}
Rl,P (f) ≤ cλn

σn
+ cσαn . (∗7)

Mit diesen Vorüberlegungen berechnen wir:

E
[
RP (sign(Φλn,σn(Tn)))− inf

f :[0,1]→{−1,1}
RP (f)

]
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= E
[
RP (sign ◦ Φλn,σn(Tn))−Rl,P̂n

(Φλn,σn(Tn))
]

︸ ︷︷ ︸
≤c n−

1−2ε
4 (∗4)

+ E
[
Rl,P̂n

(Φλn,σn(Tn))−Rl,P (Φλn,σn(Tn))
]

︸ ︷︷ ︸
≤ rn
σn

c√
n

(∗5)

+ E
[
Rl,P (Φλn,σn(Tn))− inf

f∈Hσn

(
λn||f ||2Hσn +Rl,P (f)

)]
︸ ︷︷ ︸

≤ rn
σn

c√
n

+ c√
n

(∗6)

+ inf
f∈Hσn

(
λn||f ||2Hσn +Rl,P (f)

)
− inf

f :[0,1]→{−1,1}
Rl,P (f)︸ ︷︷ ︸

≤ cλn
σn

+cσαn (∗7)

≤ c max

(
n−

1−2ε
4 ,

rn
σn
√
n
,

1√
n
,
λn
σn
, σαn

)
, mit λn =

1

r2
n

≤ c max

(
n−

1−2ε
4 ,

rn
σn
√
n
,

1

σnr2
n

, σαn

)
Wähle rn = n

1
6 und σn = n−

1
3(α+1) wie in Bemerkung 5.4 und erhalte die

Konvergenzgeschwindigkeit n−min( 1−2ε
4

, α
3(α+1)).
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