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1 Wiederholung der Grundlagen

e Grundlegende Fragestellung:

Es sei P ein W-Ma# auf [0, 1] x {—1, 1} (mit induzierter Borel-Algebra)
und 7, = ((X1,Y1),...,(X,,Y,)) ein Trainingsdatensatz. Suche ab-
hidngig von T,, eine Funktion aus einer gegebenen Funktionenfamilie
(fa 1 [=1,1] = R)4en aus, die moglichst geringes Risiko Rp(f) besitzt.

Risiko:
Das P-Risiko einer Funktion f : [0,1] — R beziiglich einer Verlust-
Funktion L : {—1,1} x R — [0, 00| ist definiert durch

Rpp(f) = Ep[L(Y, f(X))].
Normalerweise wird die Funktionenfamilie so gew#hlt, dass
fa :[0,1] = {—1,1} messbar, Voo € A.

Dann kann L(y,a) = 1,2, = |y — a| gewéhlt werden. In diesem Fall
schreiben wir fiir das Risiko auch nur Rp.

Um das Risiko zu minimieren will man die folgenden Terme/Risiken
moglichst gering halten.

Rp(®(T,)) = Rp(®(T,)) - érel/fx Rp(fa)

~
Algorithmus-Risiko (estimation error)

+ (ilelf\ RP(fa) - f:[O,l]%l{nffl,l} mb. RP(f)

N J/
-~

Familien-Risiko (approximation error)
inf R p(f)
£:00,1]—={-1,1} mb.

-~

Grund-Risiko (statistical risk)

J/

Konsistenz:
Den Algorithmus kénnen wir als Funktion

O [ J(0,1] x {=1,1})" = {fa | a € A}

darstellen. Ein solcher Algorithmus ® heift konsistent fiir das W-Mals
P, falls gilt, dass fiir 7, ~ @ P ,n € N die Konvergenz

=1

Rp(®(T},)) 2=, inf Rp(fa)

aEA
in Wahrscheinlichkeit erfiillt ist.
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e Empirical Risk Minimization:

Da die urspriingliche Verteilung P nicht bekannt ist, kann man statt-
dessen versuchen das Risiko fiir die empirische Verteilung ]ADn Zu Ini-
nimieren. Dabei kann es aber leicht passieren, dass ein Algorithmus
sich nur um die genauen Positionen der Trainingsdaten X, ..., X,, her-
um anpasst und etwas weiter entfernte Punkte beliebig zuordnet. Es
kommt somit zu einer zu starken Anpassung der Funktion ®(7},) an
die Positionen der Daten (Overfitting — Uber-Anpassung).

Dies lésst sich durch eine passende ("kleinere’) Wahl der Familie (f,)aea
verhindern, womit jedoch das Familien-Risiko wichst.

Abschitzungen

Fiir kleine Trainingsdatensétze ist eine reine Konvergenz-Aussage fiir
das Risiko nicht sehr hilfreich, es wire besser das Risiko abhéngig von
n abschitzen zu konnen. Solche Abschitzungen kénnen z.B. die Form

Bror [R(@(T) = | int Re(7)] < Clo)

£:00,1]—[—1,1] mb.

oder

p (RP@(Tn)) - Re(f) > e<n>) < C(n)

inf
£:0,1]—[—1,1] mb.

annehmen und sollten am besten gleich fiir ganze Klassen von Vertei-
lungen P gelten, da P in der Praxis nicht bekannt ist.
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2 Hilbertraume mit reproduzierendem Kern

Sei H C {f : [0,1] = R | f messbar} und (-,-)y : H x H — R, sodass
(H,(-,-)g) ein Hilbertraum (d.h. H ist Vektorraum, (-, )z ist Skalarprodukt
und (H,||-||m) ist vollstdndig), dann heit (H, (-, )y ein Hilbertraum mit
reproduzierendem Kern auf [0, 1], falls fiir jedes x € [0, 1] die Auswer-
tungsfunktion
oo (|| [lg) = R f = fl2)

stetig ist. Man nennt ¢, dann auch ein Funktional auf H. (Achtung: ¢, ist
zwar linear, aber nicht unbedingt stetig, da H auch unendlichdimensional
sein kann.)

Nun besagt der Satz von Riesz aus der Funktionalanalysis, dass zu jedem
Funktional ¢ auf H auch ein Element h € H existiert, sodass gilt

Ve H: (f,hyg = o(f).

Das zu ¢, korrespondierende Element nennen wir K, also

VieH: (f,K.)u=p.(f) = f(2).
Nun ist der reproduziernde Kern K von H definiert durch

K :0,1] x [0,1] = R; K(z,y) :== (K, Ky)n = K;(y).

Tatséchlich enthélt K sdmtliche Informationen iiber H und man kann zu je-
dem symmetrischen positiv definiten Kern K einen eindeutigen Hilbertraum
H konstruieren, dessen reproduzierender Kern K ist. Es ist klar, dass mit K
bereits alle K, fir x € [0,1] bekannt sind und man stellt fest, dass H die
Vervollstandigung von Spang ({K, | = € [0,1]}) mit

O aik,)> biK =Y abiK(x,y;)
7=1

i=1 j= i=1 j=1

ist. (Genauer: Satz von Moore-Aronszajn)

Wir werden in Zukunft den Hilbertraum H, zu dem reproduzierenden Kern

@=w)?
K,(x,y) =€ % betrachten. Das ist moglich, da nach dem Satz von Boch-
ner K, positiv definit ist.

Lemma 2.1.
Sei o > 0 fest, dann ist H, eine dichte Teilmenge von (C([0,1]), ]| - []j0,1)-
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Beweis. |eigensténdig bewiesen|
Stetigkeit:
Nach Konstruktion existiert fiir jedes f € H, eine Folge (f,,)men C Spang ({ K |
z €[0,1]}), sodass ||f — fllz, — 0, womit auch fiir jedes x € [0, 1] gilt,
dass

1£(2) = fl@)| = [0u(f = f)] =250, wegen der Stetigkeit von ¢,.
Nach der Konvergenz-Eigenschaft muss auch ein C' > 0 existieren, sodass
Vm € N ||fml|g, < C. Damit berechnen wir nun, dass (f,;,)men gleichmébig
beschrinkt und gleichgradig stetig ist, womit der Satz von Arzela-Ascoli be-
reits die Stetigkeit von f liefert.
-gleichmafiig beschrinkt:

@) = lealFdl = o Kbty ) < Wil 1Kollr, < -1

-gleichgradig stetig:

2 9 CF 2 2
|fm(21) = fin(@2) |7 = [(fin, Koy — Kop),|” < Hf?nHHcr || Koy — KzzHHU
S OZHKHH - KJEQH?{(, = 02 (HKﬂle%Ig - 2<K9517K12>Ha + HKOCQH%{[,)

(z1—w9)2
=207 (1 —e 2 ) = I(Jx; — m|)?

Somit existiert fiir jedes € > 0 ein § := [7*(g) > 0 sodass

VYm € N\V/l'l,l'g € [O, ]_]7 |(L’1—ZL’2| <9d: |fm($1)—fm(l'2)| < l(|fL‘1—Zlf2|> < l((;) =E.

Dichtheit:
Sei H der Abschluss von H in (C([0,1],]] - [|j0,1])). Angenommen es existiere

eine Funktion g € C([0,1] =, die nicht in H liegt, dann definieren wir die
lineare Abbildung

:HPR-g—=R; h+c-grc
und stellen, dass ¢ eine stetige Linearform auf ihrem Definitionsbereich ist.
Nun kann man den Satz von Hahn-Banach verwenden um eine Erweiterung

zu erhalten. Nun besagt des Satz von Riesz-Markov, dass fiir jedes stetige
Funktional auf C([0,1]) ein (endliches) signiertes Radonmaf p auf B([0,1])
existiert, sodass

v e C(0,1)); o(f) =/O £ du.
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Jetzt wollen wir zeigen, dass hier bereits p = 0 gelten muss, womit wir einen
Widerspruch zu ¢(g) > 0 gefunden hétten.

2
. . . k —_z_ —_z_
Dazu definieren wir zuerst die Polynome pyg, p1, ... durch %e o2 = pi(z)e 2.

Man sieht leicht, dass dann das Polynom p; den Grad k£ haben wird, womit
die pg, p1, ... eine Basis des Polynom-Raums bilden.

Nach Annahme ist ¢|7 = 0, womit auch fiir jedes = € [0, 1] gilt 0 = p(K,)
und somit auch

¥

Vo e (0,1), Vk e N :

ak 8k ! dom.K ! ak

Lok (@n? @-0)?

:/0 P dﬂ(t):/olpk(a:—t)e 7 dp(t)

(z

1 2
= Vp Polynom : 0 :/ plr —t)e” 22 du(t).
0

Nach Stone-Weierstraf sind die Polynome dicht in C([0, 1]) und wir finden fiir

jedes f € C([0,1]) und festes x € (0,1) eine folge von Polynomen (¢,,)men,

z—)? m—00 . .
sodass ||gm(z — ) — f(-)e( 22 o] > 0 somit wird auch das Integral

approximiert und wir erhalten

o= | F) dutt) . v e C(o.1).

Nun kann man unter anderem die Charakteristische Funktion (Fourier-Transformierte)
vom p fiir beliebiges ¢ > 0 approximieren und erhilt so, dass p = 0, da seine
Charakteristische Funktion immer Null ist. ]
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3 ERM. mit Regularisierung
Die normale ERM. wird durch

O(T,) i= argmin (R 5, (/)
fiir eine feste Funktionenfamilie

(fa)aca € {f:[0,1] = R | f mb., Rp.(f) definiert}

bestimmt.

Fiir eine zu grofe Familie (f,)aea kann es schnell zu Overfitting kommen,
fiir eine zu kleine ist das Familien-Risiko

inf — inf
aeh Rrp(fa) f:[o,1]->1{n—1,1} mb. Rrp(f)

so grof, dass mit mehr Daten eine Verkleinerung des Algorithmus-Risiko nur
noch wenig an dem Gesamtrisiko Ry, p(®(7,)) dndert.

Eine Moglichkeit dieses Problem zu umgehen wéire die Funktionenfamilie
mit zunehmender Datenmenge zu vergréfern. Eine andere Mdoglichkeit ist es
’komplizierte’ Funktionen zu vermeiden und ’einfachere’ Funktionen aus der
Familie zu bevorzugen. Dies wird durch einen Algorithmus der Form

O(T,) = argmin (A W(P)* + Ry p, (1))

dargestellt, wobei W : (fa)aean — [0,00) die "Komplexitit’ einer Funktion
quantifizieren soll und (\,)nen eine Nullfolge ist.

Um so einen Algorithmus verwenden zu kénnen, sollten wir zunéchst klar-
stellen was mit 'Komplexitit’ gemeint ist. Ein generelles Problem der ERM.
ist das Overfittig, wobei aus der Funktionenfamilie (f,)aca eine Funktion ge-
wahlt wird, die nur in direkter Umgebung der Datenpunkte X, ..., X, an die
Klassifizierungen Y7, ..., Y, angepasst ist. Wir wollen Funktionen, fiir die dies
fiir mehr Verteilungen P auftreten kann als 'Komplexer’ betrachten. Grob
gesagt ist eine Funktion f : [0,1] — R mit stirkeren Hohenunterschieden auf
kleinem Raum komplexer.

Man konnte versuchen die Funktionenfamilie C'([0,1]) zu wihlen und die
Komplexitét einer Funktion f € C'([0,1]) durch ||f’||ze(r) zu bestimmen,
allerdings konnte diese Norm z.B. fiir p = 1 nicht gut zwischen den hier ge-
zeigten f; und f5 unterscheiden:
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f_1(x), f_2(x)

00 02 04 06 08 1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Wir verwenden stattdessen den RKHS. H, als Funktionenfamilie ( fa)aphaca,
da die Hilbertraum-Norm ||- ||z, gute Eigenschaften besitzt um die Komple-
xitat einer Funktion aus H, zu bestimmen.

Bei der so entstandenen Regularisierung

— 1 . 2 A
@o(1,) = arg min (M- 1711, + Ry p, (1)

wirkt der Faktor o sich darauf aus in welcher Entfernung eines Datenpunk-
tes (X;,Y;) dieser noch signifikanten Einfluss auf die Entscheidungsfunktion
fr, = ®,(T},) hat. Die Regularisierung ldsst sich also noch verbessern, wenn
man o von der Anzahl der Daten (und von der Dimension des zugrunde lie-
genden Raumes der X;) abhéngig immer kleiner wihlt. Die Regularisierung
hat dann die Form

Dr (1) = arg min (Ao~ [|f1E, + Ry p, (1)

on

fiir Nullfolgen (0, )nen und (A )nen-
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4 Vorbereitung

Definition 4.1 (Hinge-Loss).
Hinge-Loss ist eine Verlustfunktion [ : R x {—1,1} — [0,00), die durch

la,y) == (1 —ya)"

definiert ist. Falls a € [—1,1] stimmt sie mit der Funktion |a — y| dberein.

I(a,—1) blau, I(a,1) grin

_ ——1
n
N
n
S
S i
v _|
o
| y:l
b
o -
' [ [ [ [ [
-2 -1 0 1 2
a

In Zukunft wird Rp(f) fiir B, p(f) = Ep[l(f(X),Y)] stehen.

Definition 4.2 (Tsybakov-Noise-Exponent).
Sei P ein W-Maf auf [0,1] x {—1,1} und n beschreibe eine regulire Versi-
on der Bedingten Wahrscheinlichkeit P(Y = 1 | X = ), dann hat P den
Tsybakov-Noise-Exponent q € [0, 0], falls

1
Je>0,3C >0,Vt € (0,e): Px (‘H(X)_§‘ §t> < Cti.

Damit ist q nicht eindeutig. Falls P den TNE. q besitzt, dann besitzt es auch
q fiir jedes ¢ < q.
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Anschaulich bedeutet ein groferer Tsybakov-Noise-Exponent, dass die Ver-
teilung P besser zwischen den Kategorien Y = —1 und Y = 1 unterscheidet.

Beispiel 4.3.

o Sei PXWV="1 = pXIV=l — ([0, 1]

~—

und Py beliebig, dann gilt

womit P den TNE. 0 besitzt.

o Sei PXY=1 = ¢, PXW==1 =, und Py belicbig, dann gilt supp(Px) =
{0,1} und
Ve e {0,1}: n(z) = x.

Damit gilt fir t < %, dass

(-9 s -

und P besitzt den TNE. co.

o Sei Px =U([0,1]) und n(z) = f;(x) mit

3 1 1\: 1
A =oi pa)=t(a-3) +3: a0 =3 (s-3) +5

dann hat Py den TNE. 1, Py den TNE. 3 und Py den TNE. 3.



4 VORBEREITUNG 11

eta(x) = x

eta

00 02 04 06 08 1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Lemma 4.4. ( TNE. fiir n Polynom)

Sei P ein W-Maf auf [0,1] x {—1,1}, sodass Px eine beschrinkte Dichte
beziiglich des Lebesque-Mafes besitzt. Falls 0 # P(Y =1 | X = z) — § sich
fs. durch ein Polynom n(z) = p(x) = apna™ + ... + ag darstellen lisst, dann

besitzt P (mindestens) jeden TNE. q € [0, =]

Beweis.

Seien x1, ..., T,y € [0, 1] die Nullstellen von p, dann existiert zu jedem z; ein
k; < m, sodass pi)(x;) # 0, denn sonst wire p = 0.

Die Taylorentwicklung um z; ergibt:

mo) (. m ) (g
Pl )~ pla) = D P ) = 0 Py

k=1

=0

Wir folgern, dass ein ¢; > 0 existiert, sodass fiir alle y € B, gilt:

m) (g m) (g

p T v p X -

p(z; + )| = | > kf, Dy — )| =y — o > —k(, Dy —
k=k; ' k=k; '

1.0
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(k5) (. m (k) (.

Pl (z5) p\(x;) o ,

k.gj + ) k!j (y —a)" 5| > 0y — ay|™
J k=k;+1

N J/

=y — ;"

>6>0 in einer kleinen Umgebung Be; um x;

Damit berechnet man

]

Definition 4.5 (Geometric-Noise-Exponent).
Sei P ein W-Mapf$ auf [0,1] x {0,1}. Zu einem x € [0, 1] beschreibe Tp(x) den
Abstand zu nichsten Stelle T € [0,1], an der n — 1 das Vorzeichen wechselt,

also
1
Tp(T) 1= Ly@ysid |z, qn < 5
1
+177(5’3)<%d Z, 7725 .

Die Verteilung P hat Geometric-Noise-Exponent o € (0,00), falls

1

175

_mp(X)?

e 2 ] < C't°.

3C > 0,vt>0: IEP{
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eta(x) = x

eta

00 02 04 06 08 1.0

Lemma 4.6. ( GNE. fiir n — % Hoélder-stetig mit endl. vielen Nullstellen)
Sei P ein W-Maf$ auf [0,1] x {—1,1}, sodass Px eine beschrinkte Dichte
beziiglich des Lebesgue-Mafes besitzt. Falls fiir eine requldre Version der Be-
dingten Vertellung n gilt, dass n — % Hélder-stetig zur Konstante v ist und
nur endlich viele Nullstellen besitzt, dann hat P einen GNE. o > 1+ 7.

Beweis. |eigensténdig bewiesen|

Sei p : [0,1] — [0, M] die Dichtefunktion von Px. Aus der Stetigkeit von
P(Y | X =) — 5 folgt, dass 7p stiickweise differenzierbar mit Ableitung
in {—1,0,1} ist. Seien (aq,b1), ..., (@m, , bm, ) die (maximal groken) Intervalle
mit 7p = 1 und (¢1,dy), ..., (Cm_, dyy_) die Intervalle mit 7, = —1. Es gibt
jeweils nur endlich viele, da gefordert ist, dass n — % endlich viele Nullstellen
hat. Wir berechnen:

br [ "X~ (} = [ @) @) apxo
- / p() | (x) — fla+ 1p(2)) | dPy(a)

=0

_mp(2)?

1
§MC’/ p(x)7e” "2 dx
0
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~ 4t b; T—a; 2 ~ 7 di di—x 2
:MCZ/ (x—ai)Ve’( 5 dx—l—MC’Z/ (di—x)'ye*uz?) dx
=1 ai i=1 Cy

Mt by 5 M pdi—e 2
=MC E / xVe 2 dr+ MC E / xe 2 dx
i=1 70 i=1 70

d; —
t

m4 bi—a;

:M@Z/ t (zt)”ezztdz—l—]\/léi/
i=1 70

i=1 Y0
_ m+ oY) 5 _ m_—_ 00 )
§M0t1+72/ ZTe 7 dz+MC’t1+WZ/ ZTe " dz
i=1 Y0 i=1 70

=" MC (my +m_) / e dz
0

(2t) e tdz

Satz 4.7 (GNE. fiir  — § Holder-stetig und bekanntem TNE.).
Sei P ein W-Maf$ auf [0,1] x {—1,1}, sodass ein ¢ > 0 existiert mit
1 ‘
’7] - 5‘ < cr(x)” Px fast sicher,
dann gilt fiir jeden TNE. q € [0,00], dass o« := (¢ + 1)y auch eine GNE. von
P ist.

(vgl. [1] Thm. 2.6)

In héheren Dimensionen, also P W-MaR auf K x {—1,1} fiir K C R¢ kom-

pakt, muss « := @ gewahlt werden.
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5 Aussagen des Artikels

Satz 5.1.
Sei P ein W-Maf auf [0,1] x {—1,1} mit TNE. q € [0,00| und GNE. o €
(0,00). Wir definieren B durch

a +2

2a(q+1) )
W]W , > = 20é+1 2a(q—|—2)+3q—|—4

_atl . _B L. .o .
und N, :=n" *8 sowie g, :=n"«, dann existiert fir jedes € > 0 ein C' > 0,

sodass

Ve,neN: P (Rp (1%1’%@")%) —  if Rp(f)> cx2n—6+e> <e®

£:00,1]={-1,1}mb.

(vgl. [1] Thm.2.8.)

Beta(a,q)

rlod

Beweis.

Der Grofiteil des Artikels [1] dreht sich um den Beweis dieses Satzes, deswe-
gen hier nur die Beweis-Idee.

Zuerst wird ein Satz aus [4] leicht modifiziert um folgende Aussage zu erhal-
ten.
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Sei Z C RY kompakt und F C {f : Z — Rmb.} konvex. Sei L : Fx Z —
[0,00) eine im ersten Argument konvexe Verlustfunktion mit der Eigen-
schaft, dass ¢ — L(tf1 + (1 —t) fo, 2) stetig ist.

Fiir ein W-Maf P auf Z, fiir welches ein Minimierer f; p = 501161;1 Rpp(f) =

1;;11;1 E..p[L(f,z)] existiert, definieren wir
2

Grp=A{gs:=L(f,") = L(fLp,") | f € F}.
Falls konstanten ¢, d, B > 0; a € (0, 1] existieren, sodass
Vg€ Grp: Eplg’] < cEplg]* +06 und |g]lw < B,

dann gilt fiir alle n,x € N und £ > 0 mit
5z (4ex\7= Bu
Y n ) n ) n )

P* (R p(for) — Rop(frp) <e) <e™™.

sup P.(9) — P(g)‘

9€Gr.p;Eplg?]<ce™+§

€ > 10max (]E

dass

(vgl. [1] Thm. 5.1)
Wir wollen diesen Satz mit Z = [0, 1]x{—1,1}, F,, = BHom (0) und Ly, (f, (z,y)) =
Al [ f 5, +1(f(x),y) anwenden.

e Konvexitiat und Stetigkeit von L,,:
Aus der Dreiecksungleichung und der Konvexitdt von [ folgt sofort

L (tfr + (1 =1) f2, (2,9))

= Alltfr + (1 = 1) fol |, +1Efi(x) + (1= 1) fo(x),y)

< A (UL A1, + (=Dl foll ) + (), y) + (L= ) 1 fo(2), y)
=t Lin(f1, (2,9)) + (1 =) Lin(f2, (7,9)).

Auch die Stetigkeit von ¢t — L(tf; + (1 — t) fa, z) folgt aus der Halbli-
nearitdt von || - [|g, —und der Stetigkeit von [.

e Existenz der Konstanten ¢, d, B, a:
Fiir jedes f € F,, gilt

95, y) = Al fll .., + 10 (@), 9) = Amll fr.pml |1, — U(f L (), )
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= >\m (HfHHgm - HfL,P,mHHJm) +l<f .I'),y) - l(fL,P,m(x)ay)
v 1< 1<
<rm ISTm Tm

< (Am+2)r, =:B.

Weiter wird in [1] Thm. 6.1 gezeigt, dass:

Falls P den TNE. ¢ € [0, 00| besitzt, dann existiert ein Minimierer
fi.p, sodass fiir jede messbare Funktion f : [0,1] — R gilt

E[(1(f(X),Y) = (for(2),Y))?]
< C (||flloe+ 1) EL(f(X),Y) = I(fip(x),Y)]iH

fir

C = (SupthX <t ‘E[Y | X] - %‘ > 2)) +2.

t>0

(Falls ¢ = 0, kann C' = 1 gewiihlt werden.)

(vgl. [1] Lemma 6.1)
Dies wird in [1] Prop. 6.3 verwendet um fiir f € B (0) zu zeigen:

q+2

E[g3) < 8C(Ky + 1)i+ E[gy]a1 + 16C(Kry + 1)iia(y) a1,

wobei K > 0 eine von f und v unabhéngige Konstante ist und

o= i (Ml + R = inf Rp().
Wir erhalten also ar = 5, ¢ = 8C(K~ + 1)% und § = 2¢ (a(rm))# :
e Abschitzung von w, (G p,ce® +9) := sup P,(g) — P(g)’:

9€Gr,p;Eplg?]<ce®+§
In [1] Sektion 5.2 wird die Abschitzung durch den lokalen Rademacher-
Durchschnitt

wy, (Grp,ce®+0) < 2R, (Grp,ce” +9)

gezeigt, vergleiche [5] Lemma 2.3.1. (Mehr zum Rademacher-Durchschnitt
im zweiten Vortrag.)
Dieser wird im Rest von [1] Sektion 5 weiter abgeschitzt.
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e Abschitzung von ,/‘;—x und %:
Wir haben bereits festgestellt, dass

§ = 2c(a(ry))a T und B = rp (A + 2).

Durch eine passende Wahl der aufsteigenden Folge (r,,)men und einer
spéteren Gleichsetzung von n und m, lisst sich die Fallgeschwindigkeit
der beiden Terme kontrollieren.

_1
e Abschitzung von (467"”) 2o

Dieser Term lasst sich nur begrenzt abschitzen, weshalb er so grofen
FEinfluss auf das oben beschriebene Beta hat. Genaueres findet man in
[1] auf Seite 598.

O

Bemerkung 5.2 (Einfache Anwendung von Satz 5.1).
Sei P ein W-Maf auf [0,1] x {—1,1}, sodass Px eine beschrinkte Dichte
beziiglich des Lebesque-Mafles besitzt.

1) Falls n— 3 auf [0,1] stetig differenzierbar ist und endlich viele Nullstel-
len besitzt, dann ist 5 > %

2) Falls n — L auf [0,1] stetig differenzierbar ist, endlich viele Nullstellen
besitzt und fir jede Nullstelle xq gilt ¢'(xo) # 0, dann ist B > 1%.

3) Falls n— % Hélder-stetig zur Konstante ~y ist und endlich viele Nullstel-
len besitzt, dann ist [ > ;—%

Beweis. |eigensténdig bewiesen|

1) Aus Lemma 4.6 folgt @ > 2, da p auf dem Kompakten Raum [0, 1]
Lipschitzstetig ist. Man berechnet leicht

o
200 + 1

O] —

gz

>

2) Mit Hilfe des Mittelwertsatzes ist leicht gezeigt, dass fiir den oben be-
schriebenen Fall ¢ = 1 gilt. Genau wie im 1. Fall ist g hier auch Lip-
schitzstetig, womit o > 2 gilt. Man berechnet

5> 20(q + 1) Zi
20(¢+2)+3¢+4 — 19
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3) Aus Lemma 4.6 wissen wir, dass o > 1 + ~. Wir berechnen

5> 2a(¢+1) S I+ 147y
T 2«

Bemerkung 5.3.
Um (> % zu erhalten muss o > 342

5 gelten.

(q+2)+3¢g+4 ~2(1+9)+1  3+2y

19
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6 Sonstiges

Wir definieren die Variations-Semi-Norm || - ||y durch

m—1

f = lim  sup flxz;) — flxi)]-

Iflirv = Jim sup 3211(w) = foi)

Die folgenden Aussagen werden fiir den Vergleich mit dem 2. Vortrag beno-
tigt.

Lemma 6.1.
Fiir jedes f € H, gilt

2
il < 4/ 205

Beweis. |eigenstindig bewiesen|

Jedes h € Spang{ K, | = € [0, 1]} ist stetig differenzierbar, da K, = —e 7 e
C1([0,1]). Seien (a;,b;) die (maximalen) Intervalle auf denen A’ > 0 gilt und
(¢i,d;) die (maximalen) Intervalle auf denen h' < 0 gilt.

Es folgt

rrhuw:/ rh'<y>rdy:Z/fh'@)dy—z/_ih’(y)dy
—Z h(a;) —I-Z )
< V2w, (Z V1o +Z

< V2||hl|, (Z (“i;bi) +Z@> < %thm.

=1 =1

Damit ist die lineare Funktion

Id : (Spang (K, |z € [0,1]), ]| - [la,) = (Ezv, || - [l7v)
fiir
Epy = {f : [0, 1] — Rmb. ‘ HfHTV < OO}
stetig und besitzt eine eindeutige stetige Fortsetzung
Id: (Ho, || - lu,) = (Exv, [ - [lzv)

mit derselben Operatornorm.




LITERATUR 21

Literatur

[1] Ingo Steinwart and Clint Scovel, Fast rates for support vector machines using Gaussian
kernels, Ann. Statist. 35 (2007), no. 2, 575-607, DOI 10.1214,/009053606000001226.

[2] Ingo Steinwart, Consistency of Support Vector Machines and Other Regularized Kernel
Classifiers, IEEE TRANSACTIONS ON INFORMATION THEORY, 51 (2005).

3]

, On the influence of the kernel on the consistency of support vector machines,
J. Mach. Learn. Res. 2 (2002), no. 1, DOI 10.1162/153244302760185252.

[4] Peter L. Bartlett, Michael I. Jordan, and Jon D. McAuliffe, Convezity, classificati-
on, and risk bounds, J. Amer. Statist. Assoc. 101 (2006), no. 473, 138-156, DOI
10.1198/016214505000000907.

[5] Aad W. van der Vaart and Jon A. Wellner, Weak convergence and empirical processes,
Springer Series in Statistics, Springer-Verlag, New York, 1996. With applications to
statistics.



	Wiederholung der Grundlagen
	Hilberträume mit reproduzierendem Kern
	ERM. mit Regularisierung
	Vorbereitung
	Aussagen des Artikels
	Sonstiges

	anm1: 
	1.15: 
	1.14: 
	1.13: 
	1.12: 
	1.11: 
	1.10: 
	1.9: 
	1.8: 
	1.7: 
	1.6: 
	1.5: 
	1.4: 
	1.3: 
	1.2: 
	1.1: 
	1.0: 
	anm0: 
	0.15: 
	0.14: 
	0.13: 
	0.12: 
	0.11: 
	0.10: 
	0.9: 
	0.8: 
	0.7: 
	0.6: 
	0.5: 
	0.4: 
	0.3: 
	0.2: 
	0.1: 
	0.0: 


