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Riickblick

Vortrag vom 12. Mai: Einfithrung in Statistical Learning nach Vapnik

e Y =1{0,1}

. . o Sei R(a) beschrankt, d.h. es gibt m, M € R, s.d.
o f(-,a), a € A Indikatorfunktionen

= m< R(@) <M YaeA
o L(y,f(x,a)) = {0 fallsy = f(x,) ()
. 1 falls y # f(x,a) o Dann ist das ERM Prinzip genau dann strikt konsistent, wenn R(a)
o Dann gilt: einseitig gleichmiRig gegen Remp(c) konvergiert.
R(a) = /L(y» f(x,))dP(x, y) inf Remp(®) —— inf R(a) VceR
a€el(c) n—o0 ael(c)
= [ 10 # fxa}ep(x,y) ®
—B(y # f(x,)) P (sup(R(0) = Renpla) > ) 50

o R(c) gibt Wahrscheinlichkeit eines Klassifikationsfehlers an.
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Heute:
e Beispiel zur ,Mustererkennung*“: Support Vector Machine (SVM)

e Alternatives Resultat zur Fehlerabschitzung eines Empirischen Prozesses

Support Ve



Es werden die folgenden Begriffe verwendet:
e W-Raum: (2, %,P)
o Input und Output Mafirdume: X,) = {—1,1}
e Zufallsvariable (X,Y) : 2 — X x ) mit Bildma$i P
o Training set: (X;,Y;)7, i.id nach P
o Empirische Verteilung: P, := LS~ 0(X,,)
Auflerdem:
o Px als Randverteilung von X unter P
o n(z)=PY =1|X=n2)
fir P(Y € B | X = z), eine regulidre Version der bedingten Verteilung mit

:/f(X) (Y € B| X)dP(w /f P(Y € B| X =2)dPx(z) = Ex|...],

fiir alle (X )-messbaren f: X — R.
Wir identifizieren auflerdem P mit (n,Px).
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e Px als Randverteilung von X unter P
o n(z) =PY =1|X=12)
fir P(Y € B | X = z), eine regulire Version der bedingten Verteilung mit

:/f(X) (Y € B| X)dP(w /f P(Y € B| X = 2)dPx(z) = Ex[...],

fiir alle o(X)-messbaren f: X — R.
Wir identifizieren auflerdem P mit (n, Px):

Fir alle C C X x Y gibt es C_1,Cy C X, so dass
P((X,Y) € C) = / (1 = n(@))dPx(c) + / HEP()

071 Cl

Beweis: (Devroye et al., 1996, S.9)
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Das Klassifikationsproblem

o Klassifikator: f: X — {—1,1} messbar
o Reellwertiger Klassifikator: f : X — R messbar (wobei sgn(f) — {—1,1})

Bestrafung der Misklassifikation durch loss

functions:
° 0_1 lOSS: e(f) = (x7 y) = ]]'{yf(x) S 0} :;f)')(»:,({x(;:lo}:el\|ndikatorfunktionen
Klassifizierungsfehler: o Ly, f(x.0)) = {2 ;::sj; iEiZi
g L E 9 fe{:Ll} IP) X Y o Dann gilt:
o £() = ElB(N] <= Bl (x) £ V1 T
Optimaler Klassifikator (unter &) = [ 16 # s aeets)
1 ) > 1 =P(y # f(x,a))
o Ba,yeS KlaSSiﬁkatOI’: S* ("Z‘) = 77( ) =2 o R(a) gibt Wahrscheinlichkeit eines Klassifikationsfehlers an.
—1 sonst

12. Mai 2020

Relative Risk als relative average loss zu s*:

° O(f,s") = E[0(f) — 6(s")]
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Optimalitat des Bayes Klassifikators

Lemma

1 @) =3

—1 sonst

Funktionen s : X — {—1,1} in dem Sinne, dass
P(s(X) £ ¥) < P(s(X) # ¥).

Weiterhin ist s* fast sicher eindeutig auf der Menge {P(Y =1 | X =z) # %}

Der Bayes Klassifikator s*(z) = ist optimal unter allen messbaren

Beweis: (Devroye et al., 1996, S.10).
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Support Vector Machines als Large Margin Classifier

Gegeben sei ein Training set (X;, V)", mit X = RY, Y = {-1,1}.

Large Margin Classification Pt d

min |4
BERY,BoeR

st. Yi((B, Xi)+Bo)>1, Vi=1,...,n

unter Relaxation fiir nicht-separierbare Daten:

Einfiithrung von slack Variablen ¢&;

Abbildung 1: Lineare
1 i Entscheidungsgrenze mit margin fiir
: 2
Iyl B 18]Iz +C E & separierbare Daten (links) und nicht

BER? bER — - .
(€10 fn)ERY i=1 separierbare Daten (rechts). Quelle:

st. Y;((B, X)) +b)>1-&, Vi=1,....n Hastie et al. (2009)
&>0, Vi=1,...,n
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Der Kernel Trick

Definition

Ein Hilbertraum H ist ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-),,, der vollstéindig ist
beziiglich der vom Skalarprodukt induzierten Norm.

Der (Topologischer) Dualraum: H* = L(H,R) von H, ist der Raum der beschrinkten
linearen Funktionale von H nach R.

Definition

Eine symmetrische Funktion i : X x X — R heif3t positiv definit, wenn Vn > 1,
Y(ai,...,a,) € R" und V(z1,...,2,) € X™
n n

Z Z aiajh(xi, J,‘j) > 0

i=1 j=1

| \
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Der Kernel Trick - RKHS

Definition

Fiir einen Hilbertraum H C {f : X — R} und ein z € X heile
de : H 2 fr fo)

das Evaluationsfunktional.

Ein Hilbertraum H C {f : X — R} heifit Hilbertraum mit reproduzierendem Kern
(RKHS), falls Vo € X' : §, € H*

A\

Eine Funktion k : X x X — R heifft reproduzierender Kern von H wenn
Q@ VreX: k(,z)eH,
@ Ve XVfeH: (fk(,x))y=f(x)

Insbesondere gilt (k(-,z),k(-,y))
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Der Kernel Trick - RKHS

Konstruktion von RKHS (Moore-Aronszajn)

Sei k: X x X — R positiv definit, dann gibt es einen eindeutigen RKHS H;, ¢ RY mit
reproduzierendem Kern k. Weiterhin ist Hj, der Abschluss von span{k(-,z) | x € X'} unter

dem inneren Produkt

i=1 j=1
wobei f =371 aik(-,2;) und g = >0, ,lez;(-,:cj).

Fiir mehr Theorie zu RKHS siehe Sejdinovic and Gretton (2013).
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Support Vector Machines mit Kernel Trick

SVM in R¢

1, -
min - +C ;
ﬂERd,bGR 2 “/BH2 ;él
(€15--,€n) ER™ -

st. Y;((B, X)) +b)>1-&, Vi=1,...,n

&E>0, Vi=1,...,n

SVM mit Kernel Trick

||f||k + CZ&

(£1,--1En) ER? i=1
st Yi((f, k(X)) +0) >1-&, Vi=1,...,n
£E>0, Vi=1,...,n

feHb]R 2

Die Losung des Optimierungsproblems ist von der Form:

> i Yiaik(z, Xi) + b = (f*, é(x)), +b
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Support Vector Machines als Penalization Method

SVM mit Kernel Trick

1 .0 n
m 5 Y ¢
feglkl%eﬂ% 2”f”k+ Z&
(€1,-.,6n)ER™ i=1

s.t. Y;(<f,k(,Xz)>k—|-b) >1-&, Yi=1,...,n
&E>0, Vi=1,...,n

Schreibe SVMj fiir das SVM Problem mit b = 0 und wiéhle A,, = %:

SVM, als Penalization Method

o1 ~ 2

vV
def
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Das Klassifikationsproblem

o Klassifikator: f: X — {—1,1} messbar
o Reellwertige Klassifikation: f: X — R messbar (wobei sgn(f) — {—1,1})

Bestrafung der Misklassifikation durch loss

functions:

° 0_]‘ ]‘OSS: e(f) = (xJ y) ’_> ]]'{yf(x) S 0} :i)(ig;:l(iEI\|ndikatorfunktionen

o hinge loss: {(f) := (z,y) = (1 —yf(z))+ = {7 e i)
Klassifizierungsfehler: Dol

fe{-1,1} Rl@) = [ L0 (x,0))dP(x,y)

o E(f)=E[B(f)] =" Plf(X)#Y] = [ 1 # f(x.))dPx.y)

Optimaler Klassifikator (unter &) = FU 7 1Goe)
@ R(a) gibt Wahrscheinlichkeit eines Klassifikationsfehlers an.

1 n(z) >3
—1 sonst

e Bayes Klassifikator: s*(z) = {

Relative Risk als relative average loss zu s*:
o O(f,s") =E[0(f) — 6(s")]
o L(f,s") = E[(f)—{(s)]
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Uber den Zusammenhang zwischen © und L

Lemma

(i) Sei s* minimierende Funktion von £(s) = P[s(X) # Y] dber alle messbaren Funktionen
s: X = {—-1,1}. Dann gilt

E[((s")] = _ min E[((f)].
Ff:XSR m.b.
Auflerdem gilt, falls f* = miny E[{(f)] , dann ist f* = s* fast sicher auf
{P[Y = 1| X =] ¢ {0, 1, 1}}.
(ii) Fir jede P-messbare funktion f ist

o(f,s") < L(f, f")
Beweis: (Blanchard et al., 2008, S.22).
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Das Resultat von Blanchard et al. (2008)

Seien § > 0, ¢ € R und gelten weiterhin die folgenden Bedingungen:
o H;, sei separabel und Vo € X : k(z,7) < M? < o
o Low Noise: Vo € X : [n(z) — 3| > no
o die Funktion «(n) sei ein Indikator fiir die ,,Kapazitit“ des RKHS
o ¢ sei nicht fallende Funktion auf R* mit ¢(0) = 0 und ¢(z) > z fiir z > 3

Dann gilt fiir A,, > 0 mit A, > ¢ (ry(n) + M) und

/ = argmin (1 Y (L-Yif(Xi)+ + Ansﬁ(Mllfllk)> :
fere \"i5
dass
P|L(f,5%) <2 inf [L(f,s") + 20up(2M | f]1)] + 40, (26(2) + C)} >1-4.
fEHK Mo
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SVM als Model Selection via penalization

SVM, als Penalization Method

1 n
in — 1-Y f(X; AL FIZ.
o nZ( F(Xi))+ + Anll fll%

1=

SVMy als Model Selection via penalization

1 n
min min — 1 - Y f( X, 4 AR
ReR {ftllfllkSR n ¢=1( if (Xi))4 + An }

Interpretation:
e Modelle: f € B(R) :={f € Hi | || fllx < R} im Norm-Ball mit Radius R
e Mafl der Modell-Komplexitit (bestraft durch penalization): Radius R
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Localized uniform control eines Empirischen Prozesses

Eine Funktion v : [0, 00) — [0, 00) heifle sub-root, falls sie nicht negativ, nicht fallend und
r+— 1(r)/+/r nicht steigend in 7 > 0 ist.

Sub-root Funktionen haben die folgende Eigenschaft:

Sei 1) : [0,00) — [0,00) eine sub-root Funktion. Dann ist die Funktion stetig auf [0,00) und
die Fizpunktgleichung 1(r) = r hat eine eindeutige positive Lisung. Schreiben wir r* fir
diese Losung, so gilt fir alle r >0, dass r > ¥(r) < r* <r.
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Localized uniform control eines Empirischen Prozesses

Theorem

Sei F C L*(P) eine Klasse messbarer Funktionen und weiterhin
Q@ eRVfeF:Pf-f<b
Q w(f): F — Rxg mit Var[f] < w(f)
@ ¢ sub-root, D > 0, r* eindeutige Losung von ¢(r) =r/D
@ es halte die folgende Aussage:

E

feFw(f)<r
Dann gilt fiir alle x > 0 und alle K > D/7:

0V < sup (P —Pn)f>] < o(r), fir alle r > r*.
)<

1 50K , (K +9b)z _
P[er]::Pf—Pnfggw(f)-l— oz " -l—( - ) >1—e"
Beweis: (Blanchard et al., 2008, S.24 - 27).
Jens Nufiberger Support Vector Machines 26. Mai 2020
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Skizze des Beweises

Wihle:
e M eine abzéhlbare Indexmenge und (R, )mea eine passende diskretisierung von R
o F = Fmgy = {lg) —£g0) | g € B(Rm)}
o Pseudometrik d auf L?(Px) mit d(g,¢") := E[(£(g) — £(¢"))?]
o w(f) =min{d(g,90) | g € B(Rm), [ = (g) — £(g0)}

Dann halten (1), (2) von oben und es gibt (¢, D,7*) aus (3), so dass (4) hlt.
Sei weiterhin ¢* € argmingcr2p ) E[¢(g)], dann gibt es Cy, > 0, so dass

Vg € B(Rp) : d*(9.9%) < CinL(g,9").
Beweis: (Blanchard et al., 2008, S.30 - 36).

Gelte nun fiir m € M, eine penalty Funktion pen(m) und positive Zahlen (pn,)men, dass

P, l(g n) < inf inf (P,/¢ m) ¢
@ +ven(m) < inf { nt (P, t(g) + pentm) + )}
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Skizze des Beweises - Zerlegung des relative average loss

Fiir alle m € M und g,, € B(R,,) gilt dann:

Nach Wahl von g:
E,[¢(9)] — En[t(gm)] < pen(m) + ppm — pen(in)
Nach Theorem zu localized uniform control gilt in Wahrscheinlichkeit (abh. von &):
(P—Pu)(0(g) — £(un)) < Ad*(§.g*) + Bry, + O (n,€)
Mit Hilfe einer Bernstein Ungleichung gilt in Wahrscheinlichkeit (abh. von §):

(P —Pp)(l(um) — £gm)) < Dd*(§,9") + E d*(gm, g*) + O (n,€) + Om(n,€)
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Skizze des Beweises - Zerlegung des relative average loss

Zusammenfassend gilt in Wahrscheinlichkeit (abh. von £) fiir alle m € M und
gm € B(Rp,):

L(3,9") = L(gm. g*) < pen(m) + py, — pen(n)
+ (A + D)d*(9.9") + Ed*(gm. ") + Om(n.€) + B, + Om(n. )
Sei pen(m) so gewéhlt, dass pen(m) > Br}, + On(n,§), dann ist

... < (A+D)d*(§,9%) + Ed*(gm,g") + 2pen(m) + pm
< Ci(A+D)L(7,9%) + ConE L(gm, g*) + 2pen(m) + pp,

Umsortierung fithrt zu folgender Ungleichung in Wahrscheinlichkeit:

L(§.¢%) < K inf inf  L(g.q%) +2 s
(9,97 < ﬁgM{geg(lRm) (9,97) + 2pen(m) + p }

Und Abschitzung der Ungleichung fiir Bélle mit Radii in R mit geschickter
Diskretisierung (R, )mem fithrt zur Behauptung.
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Ein Theorem zur model selection via penalization

Sei £: & — L%(P) [wobei ® C L?(P)] eine loss Funktion ist und nehme an, es existiere

g* € argmingeg E[¢(g)]. Sei (Gm)mem, Gm C & eine abzihlbare Kollektion von
Funktionenklassen und nehme an, es existiere das folgende:

o cine Pseudometrik d auf &;
e eine Folge von sub-root Funktionen (¢,,), m € M;
e zwei positive Folgen (b,,) und (Cy,), m € M;

so dass,
Vm € M,Vg € G : [[€(9) |loo < b
Vg,g' € & : Var(l(g) — U(g')) < d*(g.9);
Vm S M,Vg € gm : d2(97g*) S CmL(gug*)v

und mit 7}, als Losung zu ¢, (1) = r/Ch,

Ym € M,¥Ygo € G, Vr > 1) ¢

E| s (P—P)(tg) —Ugo))| < 6ml).

9€Gm,d?(g,90)<r
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Ein Theorem zur model selection via penalization

Theorem

Seien & > 0 und K > 1 reelle Konstanten und sei pen(m) eine penalty Funktion nach
unten beschrdankt durch eine Schranke S(m, &, K,n) (siche Blanchard et al. (2008) fiir die
Definition von S). Seien auflerdem (pm)nem positive reelle Zahlen und g ein
Pm-approximate penalized minimum empirical loss estimator tber die Familie G, zu der
oben definierten penalty Funktion pen(m), so dass

dneM:ge Gy und (1)
Ppl(g) +pen(m) < inf inf (Pul(g) + pen(m) + pm); (2)
meMgEQm
dann gilt:
L K+1/5 . - ¢
< /= — .
P|L(g,9%) < %1 mlélg\/t <g1€ngme(g,g ) + 2 pen(m) +pm>} >1-—e (3)

Jens Nufiberger Support Vector Machines 26. Mai 2020 2/2



	Das Klassifikationsproblem
	Der Bayes Klassifikator als optimaler Klassifikator

	Support Vector Machines (SMV)
	SVM als Large Margin Classifier
	Der Kernel Trick
	SVM als Empirical Risk Minimization

	Das Resultat von blanchard2008
	Der Beweis
	Model Selection via penalization
	Localized uniform control eines Empirischen Prozesses
	Abschätzung des relative average loss

	Literatur
	Anhang

