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Aufgabe 1 (6 Punkte)

Für h ∈ (0, 1) sei X = (Xt)t≥0 ein Gauß’scher Prozess mit E[Xt] = 0 für alle t und Kovari-
anzstruktur gegeben durch

Cov(Xs, Xt) = 1
2(t2h + s2h − (t− s)2h)

für alle s ≤ t.
Zeigen Sie:

a) Xt −Xs
d
= (t− s)hX1 für alle t ≥ s.

b) Es existiert eine Modifikation von X mit stetigen Pfaden.

c) X ist kein (klassisches) Semimartingal, wenn h < 1
2 .

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Sei B = (Bt)t≥0 eine Standard-Brownsche Bewegung und Ta,b := inf{t ∈ R+ : Bt + bt = a}
für a, b > 0. Bestimmen Sie mit Hilfe des Satzes von Girsanov die Laplace-Transformierte
La,b(x) := E[e−xTa,b ].

Hinweis: Führen Sie es auf Ta,0 zurück. Um dann La,0 zu bestimmen, erinnern Sie sich an ein be-
stimmtes exponentielles Martingal und benutzen Sie das OST.

Aufgabe 3 (6 Punkte)

Seien F,G stetige Funktionen und f die Lösung der Differentialgleichung f ′(s) = F (s)f(s)
mit f(0) = 1. Sei X = (Xt)t≥0 ein stetiges Semimartingal. Zeigen Sie:

Zt := f(t)

(
z +

∫ t

0
f(u)−1G(u)dXu

)
ist eine Lösung von

Zt = z +

∫ t

0
F (u)Zudu +

∫ t

0
G(u)dXu

und es gilt

Zt =
f(t)

f(s)
Zs +

∫ t

s

f(t)

f(u)
G(u)dXu.

Ist X = B = (Bt)t≥0 eine Brownsche Bewegung, so ist Z = (Zt)t≥0 ein Gauß-Prozess.
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