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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Es sei M = (Mt)t≥0 ein stetiges lokales Martingal mit [M,M ]∞ = ∞ fast sicher. Zeigen Sie,
dass fast sicher

lim
t→∞

Mt

[M,M ]t
= 0

gilt.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Zeigen Sie den zweiten Teil von Satz 5.10 der Vorlesung, d.h. Mt = B[M,M ]t fast sicher,
und folgern Sie daraus, dass für eine Standard-Brownsche Bewegung B = (Bt)t≥0 und einen
linksseitig stetigen, deterministischen Prozess H = (Ht)t≥0 das stochastische Integral (H ·B)
ein Gauß-Prozess ist.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Sei B = (Bt)t≥0 eine Standard-Brownsche Bewegung und H = (Ht)t≥0 càglàd, so dass∫∞
0 H2

sds =∞ fast sicher. Finden Sie eine (zufällige) Funktion τ , sodass (H ·B)t
d
= Bτ(t). Ist

es möglich, τ so zu wählen, dass die Gleichheit fast sicher gilt?

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Es sei B := (Bt)t≥0 eine Standard-Brownsche Bewegung. Zeigen Sie, dass der durch

Yt :=

∫ t

0
exp

(
Bt −Bs − 1

2(t− s)
)
ds, t ≥ 0

definierte Prozess die folgende Darstellung besitzt:

Yt = t+

∫ t

0
Ys dBs, t ≥ 0.
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