
Abteilung für Mathematische Stochastik
Dr. E.A. v. Hammerstein

Sommersemester 2019
Timo Enger, M.Sc.
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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Es sei B = (Bt)t≥0 eine Standard-Brownsche Bewegung und sei für eine reellwertige Zufalls-
variable Y0 und µ, σ ≥ 0 der Prozess Y = (Yt)t≥0 definiert durch

Yt := e−µt
(
Y0 + σ

∫ t

0
eµsdBs

)
.

Zeigen Sie, dass Y eine Lösung der stochastischen Differentialgleichung

dYt = −µYt dt+ σ dBt

ist. In Integralschreibweise heißt das

Yt = Y0 − µ

∫ t

0
Ys ds+ σBt.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Es sei B = (Bt)t≥0 eine Standard-Brownsche Bewegung und Y = (Yt)0≤t<1 definiert durch

Yt = (1 − t)

∫ t

0

1

1 − s
dBs.

Zeigen Sie, dass Y eine Lösung der stochastischen Differentialgleichung

dYt = − Yt
1 − t

dt+ dBt, d.h. Yt = −
∫ t

0

Ys
1 − s

ds+

∫ t

0
dBs,

ist und dass limt→1 E[Y 2
t ] = 0 gilt.
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Aufgabe 3 (4 Punkte)

Es sei (Bt)t≥0 eine Standard-Brownsche Bewegung. Zeigen Sie, dass (Yt)t≥0 definiert durch
Yt := Bt

1+t die stochastische Differentialgleichung

dYt = − 1

1 + t
Yt dt+

1

1 + t
dBt

mit Anfangswert Y0 = 0 löst.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Seien A = (At)t≥0 und C = (Ct)t≥0 zwei nichtfallende càdlàg-Prozesse mit A0 = C0 = 0. Wir
nehmen an, dass A∞ = limt→∞At und C∞ = limt→∞Ct endlich sind. Zeigen Sie, dass

A∞C∞ =

∫ ∞
0

(A∞ −As)dCs +

∫ ∞
0

(C∞ − Cs−)dAs

gilt.

Aufgabe 5 (4 Bonuspunkte)

Es sei A = (At)t≥0 ein nicht-fallender stetiger Prozess mit A0 = 0. Wir nehmen weiter an,
dass limt→∞At = A∞ endlich ist. Zeigen Sie für jedes n ≥ 1

(A∞)n = n!

∫ ∞
0

dAs1

∫ ∞
s1

dAs2 · · ·
∫ ∞
sn−1

dAsn .
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