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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Es seien M = (M;)i>0 und N = (Ny);>0 unabhingige stetige lokale Martingale beziiglich
einer gemeinsamen Filtration F = (F;)i>0, d.h. die o-Algebren o(M; : ¢ > 0) C F und
o(N¢ : t > 0) C F sind unabhéngig.

a) Zeigen Sie, dass dann [M,N] = 0 gilt, oder dquivalent dazu, dass M N ein stetiges
lokales Martingal beziiglich (F;):>0 ist.

b) Seien nun B eine Standard-Brownsche Bewegung, T eine nicht fast sicher konstante
Stoppzeit und BT die zugehorige gestoppte Brown’sche Bewegung. Zeigen Sie anhand
von BT und B — BT = (B, — B});>0, dass die Umkehrung in a) im Allgemeinen nicht
gilt.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Zeigen Sie fiir eine Standard-Brownsche Bewegung B, dass

t t
/sdBS:tBt—/ B, ds.
0 0

HINWEIS: Y-, A(s;Bs;) = 32, 8;ABs; + 2, Bs; , Asj, mit 0 = s9 < -+ < s, =t einer Partition des
Intervalls [0, ¢].

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Es sei (M¢)e>0 ein stetiger beschrénkter stochastischer Prozess mit unabhéngigen Zuwéchsen
und My konstant. Zeigen Sie, dass N := (N¢)¢>0, definiert durch Ny := M; —E[M,] ein stetiges
Martingal beziiglich der von (M) erzeugten Filtration ist. Bestimmen Sie ([N, N]¢)>0.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Sei X ein Semimartingal bzgl. dem Wahrscheinlichkeitsmaf} P. Sei P’ ein weiteres Wahrschein-
lichkeitsmaf mit P’ < P. Wir bezeichnen mit [X, X]¥ die quadratische Variation von X, wobei
wir X als P-Semimartingal auffassen. Zeigen Sie

(X, X|" = [X, X]F, P'-fast sicher.



