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Abgabetermin: Dienstag, 14.05.2019, bis 14.00 Uhr im zugehotrigen Briefkasten im UG des
Mathematischen Instituts, Ernst-Zermelo-Strafle 1
(Geben Sie auf jedem Losungsblatt Thren Namen an.)

Aufgabe 1 (6 Punkte)

Diskrete Version der Ito-Formel:

Es seien X := (Xy)o<n<ny und Y := (Y},)o<n<n zwei Folgen von Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (92, F,P) mit Xo = Yy = 0 und [X,Y] = ([X, Y]n)o<n<n, wobei

n
[X,Y], := Z AXpAY:, mit AXg = X; — Xg_q und AY := Y — V1.
k=1
X
Ferner sei F eine (absolut stetige) Funktion mit F(z) = F(0) + [ f(y) dy, wobei f : R — R
0

eine Borel-messbare Funktion ist mit [ |f(y)|dy < oo fiir alle ¢ > 0.
ly|<c

Eine Version des diskreten stochastischen Integrals von f(X) := (f(Xy))o<n<n beziiglich X
ist definiert durch

I, = (f(X) X), = Zf(Xk,l)AXk, 1<n<N.

k=1
Zeigen Sie:
a) Es gilt
F(Xy) = F(Xo) + I + 5[X, f(X)]n + Ra(X, f(X)), (1)
wobei

Xk—1

n Xg
Ru(XFC0) =30 [ (#a) = S + (X)) d
k=1

b) Ist f” stetig, so gilt (hier ist evtl. die aus Analysis 1 oder Numerischer Mathematik
bekannte Trapezregel hilfreich)

Ra(X, (X)) = =15 3 " () (AX)?
k=1

fiir geeignete X3_1 < ni < Xi. (Insbesondere gilt R, (X, f(X)) = 0 fir f(z) = a+bz,
was in diesem Fall die Gleichung (1) deutlich vereinfacht.)
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Aufgabe 2 (6 Punkte)
Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Definiere fiir zwei Zufallsvariablen X, Y

d(X,Y) ::E[ X — V] ]

1+ X -Y|
Zeigen Sie:
a) d definiert eine Metrik auf dem Raum der Zufallsvariablen von 2 nach R.

b) X, 2 X & limy e d(X,, X) =0.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Seien P und P’ zwei Wahrscheinlichkeitsmafle auf einem Messraum (€2, F). Sei weiter P’ < P,
d.h. P’ ist absolut stetig bzgl. P. Zeigen Sie: Sind X, (X,,),,>1 Zufallsvariablen und gilt
X, 25 X bzgl. P, so gilt auch X,, =5 X bzgl. P



