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Sie dürfen maximal zu zweit abgeben.)

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Es sei a ∈ R>0 gegeben, sowie die Zerlegungen Zn =
(

0, an ,
2a
n , . . . ,

(n−1)a
n , a

)
, n ∈ N, des

Intervalls [0, a]. Zeigen Sie, dass für die Funktion f : R → R mit f(x) = x2 die Ober- und
Untersummen S(Zn, f) bzw. S(Zn, f) für n → ∞ gegen den gemeinsamen Grenzwert 1

3a
3

konvergieren.
Hinweis: Zeigen Sie, dass

∑n
k=1 k

2 = n(n+1)(2n+1)
6 gilt.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Es sei Z = (x0, x1, . . . , xn) eine Zerlegung des Intervalls [a, b] ⊂ R und es seien c1, . . . , cn ∈ R.
Eine Funktion f : [a, b] −→ R der Form

f(x) :=
n∑
k=1

ck · 1[xk−1,xk)(x)

heißt Treppenfunktion. Dabei gilt für x ∈ A, dass 1A(x) = 1, und 1A(x) = 0, falls x /∈ A.

(a) Zeigen Sie, dass f(x) = ck für x ∈ [xk−1, xk), f ist also stückweise konstant.

(b) Zeigen Sie, dass eine Treppenfunktion f Riemann-integrierbar ist mit∫ b

a
f(x)dx =

n∑
k=1

ck(xk − xk−1).

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Es sei f ∈ B([a, b]) eine beschränkte Funktion. Beweisen Sie den folgenden Zusammenhang
zwischen dem oberen und dem unteren Riemann-Integral:

A(f) = −A(−f).

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Es sei f : [a, b]→ R eine stetige Funktion. Die Funktionen ϕ und ψ seien differenzierbar auf
[α, β] und ihr Bild ist Teilmenge von [a, b]. Zeigen Sie, dass

d

dx

∫ ψ(x)

ϕ(x)
f(t)dt = f(ψ(x))ψ′(x)− f(ϕ(x))ϕ′(x),

und insbesondere, dass die linke Seite definiert ist.
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