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Abgabetermin: Freitag, 10.05.2019, bis 10.00 Uhr in den Briefkésten im Math. Institut
(Geben Sie auf jedem Losungsblatt Ihren Namen und Thre Ubungsgruppe an.
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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Fiir eine Funktion f :.S — R definieren wir die Supremumsnorm als
||f||sup ‘= sup ‘f(x)’
TES

Sei nun eine Folge (f)nenw von Funktionen f,, : S — R gegeben. Zeigen Sie, dass (fn)nen
genau dann gleichméflig gegen eine Funktion f konvergiert, wenn

lim an - stup =0.
n—oo

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Eine Funktionenfolge (fy)nenw mit fy, : S — R konvergiere gleichméfig gegen eine Funktion
f:8S—R.

Zeigen Sie, dass f genau dann beschrankt ist (d.h. || f||sup < 00), wenn alle bis auf endlich viele
der f,, beschrankt sind. Zeigen Sie insbesondere, dass in diesem Falle sogar die Abschéitzung
| fnllsup < K fiir alle bis auf endlich viele n € IN und eine gewisse Konstante K > 0 gilt.
Warum ist dieser zweite Teil eine Verstdrkung der Aussage?

Hinwers: Uberlegen Sie sich fiir den zweiten Teil, dass fiir || - ||sup eine Dreiecksungleichung wie
fiir den gewohnlichen Betrag | - | gilt.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Es seien (fn)nen und (gn)nen Funktionenfolgen beschrénkter reellwertiger Funktionen auf S
und (o )nen eine reellwertige Zahlenfolge. Weiter konvergiere (f,)new gleichméBig gegen f,
(gn)nen gleichméBig gegen g und es gelte lim,, o ayy = .

(a) Zeigen Sie, dass (fngn)nen gleichméBig gegen fg konvergiert.
Hinweis: Uberlegen Sie sich, dass || £||sup < [ f]]sup - [19]|sup-

(b) Zeigen Sie, dass (ay, fn)nen gleichméBig gegen af konvergiert.

(c) Zeigen Sie anhand eines Beispiels, dass in Teil (a) und (b) nicht auf die Voraussetzung
der Beschrianktheit verzichtet werden kann.
HINWEIS: Die Funktionenfolge f,, : R>g — R mit f,,(z) =  + * kann hier hilfreich sein.
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Aufgabe 4 (4 Punkte)

Es seien f, : [a,b] — R fiir n € IN stetige Funktionen auf einem nichtleeren Intervall.
Weiter nehmen wir an, dass es sich bei der Folge (f,,)nenw um eine Cauchyfolge beziiglich der
Supremumsnorm || - ||sup handelt, d.h.

Ve > 0 dng € IN sodass Vm >n >ng : || fm — fallsup < €.

Zeigen Sie, dass (f)nen gleichméBig gegen eine stetige Funktion konvergiert.
Damit haben Sie in dieser Aufgabe gezeigt, dass der Raum C([a,b],R) der reellwertigen ste-
tigen Funktionen auf [a,b] vollstindig beziglich der Supremumsnorm || - ||sup ist.



