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Vorwort

Dieses Skriptum entsteht begleitend zur Vorlesung ‘Statistical estimation under differential priva-
cy’ vom Sommersemester 2018 an der Albert-Ludwigs-Universitidt Freiburg. Es werden nur Vor-
kenntnisse aus Wahrscheinlichkeitstheorie und etwas Funktionalanalysis vorausgesetzt. Die nétigen
Begriffe der mathematischen Statistik werden kurz wiederholt. Ein Grundverstindnis der mathe-
matischen Statistik, insbesondere der asymptotischen Minimax-Schéitzung, ist aber jedenfalls sehr
hilfreich.

Freiburg, 11. Februar 2019
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VORWORT



Kapitel 1

Grundbegrifte

1.1 Motivation

Wir betrachten eine Situation in der eine gegebene Anzahl von n Individuen sensible Daten (z.B.
medizinische Daten, Smartphone-Nutzerdaten, etc.) besitzen. Die Daten des i-ten Individuums
bezeichnen wir mit z; € R%. Die Gesellschaft méchte nun die in diesen Daten enthaltene Infor-
mation verwenden (z.B. Forschung, Technik, 6ffentlicher Verkehr, etc.). Andererseits méchten die
Individuen ihre Privatsphére schiitzen und sind nicht bereit ihre Daten ohne weiteres zu veroffent-

lichen.
Daten | Individuen | Alter | Geschlecht Diabetes (ja/nein)
T = Alice 34 w 0
To = Bob 34 m 1
Ty = Zoey 28 w 0

Tabelle 1.1: Beispiel einer typischen Datenmatrix x.

Es lassen sich jetzt grundsétzlich zwei Szenarien unterscheiden.

1. Es gibt einen vertrauenswiirdigen Datenbankbetreiber (trusted curator). Die Individuen ge-
ben ihre Originaldaten z; an den Datenbankbetreiber weiter und dieser garantiert im Ge-
genzug, dass die Daten nur in geeignet privatisierter Form an Dritte weitergegeben werden
(siehe Tabelle 1.2).

2. Die Individuen vertrauen niemandem (no trusted curator). Anstelle der Originaldaten sind
sie lediglich bereit eine geeignet verschleierte Version z; ihrer Daten zu ver6ffentlichen (siehe

Tabelle 1.3).

Im ersten Fall (trusted curator) scheint das Problem der Privatisierung eine einfache und wohl-
bekannte Losung zu haben. Wir entfernen einfach sémtliche Informationen aus der Datenbank, die
ein Individuum eindeutig identifizieren (z.B. Name, Steuernummer, etc.). Wir bezeichnen diesen
Vorgang im Folgenden auch als Anonymisierung. Anstelle von x wie in Tabelle 1.1 veroffentlichen

wir also

z =

34
34

28

w
m

w
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Individuen Datenbank Offentlichkeit
(trusted curator) (z.B. Forschungsinstitute, etc.)
Alice —
x2 . ..
Bob _— . Privatisierung P
Zoey I,

Tabelle 1.2: Die Individuen vertrauen ihre Daten einem Datenbankbetreiber an, welcher die Daten
nur in ‘privatisierter’ Form weiter gibt.

Individuen Offentlichkeit
V . .
(z.B. Forschungsinstitute, etc.)
. Privatisierun
Alice r, @ —EETRE. o
Privatisierun,
Bob g, Lrvatisierang )
Privatisierung
Zoey @, Covtdleruse o,

Tabelle 1.3: Die Individuen vertrauen niemandem und geben nur bereits privatisierte Daten z;
weiter.

Dies ist aber keine zufriedenstellende Losung des Privatisierungsproblems. Denn wenn wir wissen,
dass Bob 34 Jahre alt ist und er zufélligerweise der einzige Mann in der Datenbank mit diesem
Alter ist, so wissen wir bereits, dass er Diabetes hat. Die Chance ein Individuum in der Datenbank
eindeutig identifizieren zu kénnen wird natiirlich entsprechend héher, wenn man mehr als nur zwei
Merkmale verwendet, wie das folgende reale Beispiel zeigt.

Beispiel (Netflix-Preis). Das obige Beispiel dient natirlich nur der Illustration. Ein praxisna-
hes Beispiel ist etwa der Fall des sogenannten Netfliz-Preises (siehe Narayanan and Shmatikov,
2006). Im Jahr 2006 wollte der bekannte Videoverleih Netfliz sein internes Empfehlungssystem
verbessern um seinen Kunden basierend auf deren Filmbewertungen (1 bis 5 Sterne) sinnvolle
Vorschlige fiir weitere noch nicht gesehene Filme machen zu kénnen. Dazu verdffentlichte das
Unternehmen einen Teil seiner echten Bewertungsdatenbank, natirlich ohne Kundennamen, und
schrieb ein Preisgeld fiir den Algorithmus aus, der die beste Prognose fiir die Kundenbewertungen
errechnet. Die Wettbewerbsteilnehmer konnten also die anonymisierten Bewertungen von knapp
500.000 Netfliz Kunden einsehen, um daraus deren Priferenzen zu lernen. Einige Bewertungen
wurden von Netfliz einbehalten. An diesen sollten die von den Teilnehmern entwickelten Algorith-
men dann getestet werden um einen Sieger zu ermitteln. Den Autoren Narayanan and Shmatikov
(2006) gelang es nun, mit Hilfe von dffentlich zuginglichen Filmbewertungen auf IMDB, den Net-
fliz Datensatz weitestgehend zu Deanonymisieren. Insbesondere konnten sie zeigen, dass man mit
nur acht Filmbewertungen 99% aller Eintrdge in der Netfliz-Datenbank eindeutig identifizieren
kann. Nun scheint die Tragweite dieses Problems auf den ersten Blick relativ beschrinkt zu sein,
da Filmbewertungen keine sensiblen Informationen darstellen. Allerdings lassen sich aufgrund von
hunderten Filmbewertungen einer Person durchaus gewisse Schliisse tiber, zum Beispiel, deren
politische Gesinnung oder sexuelle Orientierung ziehen, was etwa einen potentiellen Arbeitgeber
beeinflussen konnte.

Wir haben also gesehen, dass es keineswegs geniigt einfach die Personenkennungen aus der
Datenbank zu entfernen, da unter Verwendung von geeigneter Zusatzinformation die Individuen
dennoch identifiziert werden kénnen. Es diirfen also auch die anonymisierten Originaldaten nicht
verdffentlicht werden.
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Idee: Veroffentliche eine geeignet manipulierte bzw. verrauschte Version der Originaldaten, so
dass die Identifikation von Individuen erschwert wird aber ein gewisser Informationsgehalt erhalten
bleibt.

1.2 Differentielle und lokal differentielle Privatisierung

Es seien (X,F) und (Z,G) messbare Ridume, x1,...,2, € X und x = (z1,...,2,)" € X" die
Originaldaten. Fiir 2,2’ € X™, schreiben wir do(x,2’) := #{i : x; # «}} fiir die Anzahl der nicht
iibereinstimmenden Komponenten der beiden n-Tupel  und /. Mit (X™, F®™) bezeichnen wir
den n-fachen Produktraum von (X, F) und mit B([0,1]) die Borelmengen von [0, 1]. Weiter sei
Q: G x X" — [0,1] ein Markov-Kern. Wir bezeichnen @ auch als Kanal, als Privatisierungs-
mechanismus oder als channel distribution. Zur Erinnerung, ein Markov-Kern ist definiert
durch die folgenden Eigenschaften:

o z— Q(A|z) ist F®" — B([0,1])-messbar fiir alle A € G.
o A Q(A|z) ist ein W-Ma$ auf (Z,G) fiir alle z € X™.

Idee: Gegeben die Daten x € X™, lassen sich aus dem W-Mafl Q(dz|z) privatisierte/randomisierte
Daten z € Z generieren.

1.2.1 Differentielle Privatisierung

Wir benétigen zunéchst eine formale Definition dafiir was es heifit, dass ein Privatisierungsmecha-
nismus ) die Privatsphére der Individuen schiitzt.

Definition 1.1 (Dwork et al. (2006); Evfimievski et al. (2003)). Sei o € (0,00). Fin Kanal
Q:GxX"™ —0,1] ist a-differentiell privat (a-DP), falls fiir alle x,z’ € X™ mit do(z,2') =1
und alle A € G gilt, dass

Q(Alz) < e Q(Al2").

Idee: Die Verteilung der privatisierten (verdffentlichten) Daten z hingt nicht zu stark von den
Daten eines einzelnen Individuums ab.

Korollar 1.2. Sei f : (Z,G) — (R™,B(R™)) eine messbare Funktion und Q : G x X™ — [0,1]
a-DP. Dann ist auch die Verteilung von f unter Q «-DP, d.h.,

Q{z: f(2) € A}[z) < e Q({z: f(2) € A}l2"),
fiir alle A € B(R™) und fir alle z,2' € X™ mit do(z,2') = 1.
Beweis. Trivial, da {z: f(z) € A} = f~1(A) € G. O
Bemerkung 1.3.

a) Klarerweise gilt in Definition 1.1, je kleiner o > 0, desto strenger ist der Schutz der Pri-
vatsphére. Im Grenzfall « = 0 hat die Verteilung der privatisierten Daten z nichts mehr mit
den Originaldaten = zu tun.

b) Im Allgemeinen kann unter Definition 1.1 die Verteilung der privatisierten Daten z € Z von
allen zi,...,x, € X abhéingen. Dies ldsst sich praktisch nur dann realisieren, wenn es einen
‘trusted curator’ gibt.

c¢) Korollar 1.2 zeigt, dass auch jede Berechnung die auf a-differentiell privatisierten Daten z
beruht selbst wieder a-DP ist, die Verteilung des Ergebnisses also wiederum kaum von den
Originaldaten eines einzelnen Individuums abhéngt.
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1.2.2 Lokal differentielle Privatisierung

Definition 1.4. Ein Kanal Q : G®" x X™ — [0,1] ist nicht-interaktiv (NI) falls es Kaniile
Q;:GxX—=][0,1],i=1,...,n, gibt, mit

QA1 x -+ X Alay, ... wn) = [[ Qi(Ailz:),  fir alle A; € G 2 € X und i =1,...,n.
i=1
Korollar 1.5. Sei Q : G x X" — [0, 1] nicht-interaktiv. Dann ist Q a-DP, genau dann wenn
fir allei=1,...,n, Q; : G x X* = [0,1] a-DP ist.

Beweis. Sei Q a-DP, i € {1,...,n}, x1,...,2, € X und A; € G. Da Q NI ist, gilt Q;(A4;|z;) =
QZx-- XA XX Z|xy,...,o,) und somit sofort auch, dass Q; a-DP ist. Fiir die Umkehrung,

fixiere z, 2’ € X™ mit z; # x}, do(z,2') = 1 und A € G®", und verwende die NI Eigenschaft von
@ gemeinsam mit dem Satz von Tonelli um

Q(Alz) = /Z /Z LaCe, - 20) R Q)
j=1

:/Z-n/ZQi(A(zl,...,zi,l,zi+17...,zn)|xi)®Q(dzj\xj)

J#i
< / . / e Qi(A(21, -y 2im1y Zit1s - -5 2n)|T5) ®Q(dzj\mj)
z /2 J#i
= e*Q(Al2"),
zu erhalten, wobei fiir (21,...,21,2i11,---,2n) € 2" 1 die Menge A(21,...,2i—1,Zit1s- -+, 2n)
gegeben ist durch {z; € Z: (z1,...,2,) € A}. Somit ist @ also a-DP. O

Bemerkung 1.6.

a) Nicht-interaktive Privatisierungsmechanismen sind besonders dann von Interesse, wenn die In-
dividuen niemandem ihre Originaldaten anvertrauen wollen (no trusted curator). In diesem Fall
kann das i-te Individuum seine Daten x; (lokal, z.B. auf dem eigenen Rechner/Smartphone etc.)
selbst mittels Q;(dz;|z;) privatisieren und nur das Ergebnis z; weitergeben. Wir sprechen auch
von ‘lokal differentieller Privatisierung’ (‘local differential privacy’).

b) Der Begriff der interaktiven, bzw. nicht-interaktiven Privatisierungsmechanismen ist nicht zu
verwechseln mit dem Begriff eines interaktiven Verdffentlichungsprotokolls, bei dem ein Analyst
wiederholte Abfragen an eine Datenbank stellen kann (vgl. Dwork, 2008). Hier betrachten wir
ausschliellich ‘nicht-interaktive Protokolle’, in dem Sinne, dass die Daten nur ein einziges Mal
privatisiert und verotffentlicht werden.

Beispiel 1.7.

a) Sei P ein W-Maf} auf (Z,G). Dann ist fir A € G und = € A", der Kanal Q(Alx) := P(A)
a-DP fiir jedes a € (0, 00), aber ein uninformativer (trivialer) Mechanismus.

b) Sei @ € (0,00), Z2 = X =R, G = B(R), 2 = zai und fir z € R, definiere T'(z) =
min(max(x, —1),1) € [-1,1]. Betrachte einen nicht-interaktiven Kanal @ : B(R™) x R™ — [0, 1]

mit identischen Marginalen @); = @1 gegeben durch

(22

Q1({z0}|z) ==

Q1({—20}z) :==
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Dann gilt fir z,2’ € R und A € B(R),

% =1, {—Zo,Zo}ﬂA:@,
1=1, {2020} CA4,

Q. (Al) = T 20 € A, —20 ¢ A,

ﬁ, ZO%A,—ZOEA.

Weiters sieht man leicht, dass

1+ T(z) 1+ e“—1 2e

20 e*+1 _ ev41 ea
T(x') — 1 _ e*=1 2 - )
]. + 70) 1 e +1 e +1
und analog
-5
’ —_ € b
1 T(x')

Somit ist @ nach Korollar 1.5 a-DP. Auflerdem gilt, dass fiir z; € R,
Bou 2] = [ m(a)QUels) = [ 2 Quldal) = TG,
R R

wobei 7;(z) = z; die i-te Koordinatenprojektion ist und Q,)(dz) = Q(dz|z). Die Verteilung
der privatisierten Daten des i-ten Individuums trégt also noch eine gewisse Information {iber
die Originaldaten z;.

Sei wiederum o € (0,00) und 2 = X =R, G = B(R) und fiir z,z € R, betrachte die Dichte
einer Laplace-Verteilung mit Mittelwert z und Skalenparameter «/2,

q(z|x) == 047/2 exp (f%|z - x|) .

Konstruiere nun den nicht-interaktiven Kanal ) mit identischen Marginalen @; = @)1 durch

Q1(Alz) ::/Aq(z|x)dz.

Anders ausgedriickt randomisiert der so konstruierte Kanal den Wert von x; durch Addition ei-
ner Zufallszahl mit Laplace(a/2)-Verteilung. Die privatisierten Daten von Individuum ¢ werden
also generiert als Z; = x; + W;, mit W; ~ Laplace(a/2). Wir berechnen jetzt fiir x € R,

0 —x
Q1((~00,0]jz) = %/ exp(—(a/2)|z —z[) dz = %/ exp(—(a/2)[u]) du === 0,

—0 —00

wegen dem Satz der monotonen Konvergenz, und

Q1((—=00,0][0) = 1/2.

Somit ist also
Q1((—00,0]]0) < e*Q1((—00, 0]|2)

nicht fiir jedes = # 0 erfiillt und @ ist nicht a-DP. Dies ldsst sich allerdings beheben wenn
man die z-Abhéngigkeit der Dichte ¢ geeignet anpasst. Verwendet man namlich die Trunkati-
onsabbildung T wie in Beispiel 1.7.(b), und setzt Q;(A|x) = J4a(z|T(z)) dz, so ergibt sich fiir
z,z,x’ € R aus der umgekehrten Dreiecksungleichung,

q(z|T(x))

(TG = (512 = 7@ =12 = T@)) < exp (§IT) = T(@)]) < e,
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und somit fiir A € B(R),

Qi(Al) _ LageireaETE)ds
QAR [aaETE) A T

d) SchlieBlich betrachten wir noch ein Beispiel fiir einen interaktiven Mechanismus (Situation ei-
nes ‘trusted curator’). Angenommen wir wollen die Anzahl der Individuen in der Datenbank
x € X" = R™¥? ermitteln die eine Eigenschaft E besitzen. Wir konnen E C R als eine
Teilmenge von R? auffassen und die Abfrage der Anzahl der Individuen mit Eigenschaft F
formalisieren durch x(z) = Y. 1g(z;). Natiirlich darf der Wert von () nicht direkt wei-
tergegeben werden wenn wir a-differentielle Privatheit sicherstellen wollen. Dagegen kénnen
wir den folgenden Laplace-Mechanismus verwenden. Fiir @ € (0,00), z € R und « € X™, sei
q(z|z) = § exp (—alz — k(x)|) wie in Beispiel 1.7.(c). Somit gilt fiir z € R und z,2" € A™ mit
do(z,2') =1, dass |k(z) — k(2')| <1, und

q(z|r(z))
q(z|r(z"))

Der zugehérige Kanal Q(Alz) = [, q(z|k(x)) dz, fir A € B(R), z € X™, ist also a-DP aber
nicht NI

< exp (aln(@') — A(2))) < €.

Bemerkung 1.8. Auch das folgende Privatisierungsprotokoll ist ‘lokal’ realisierbar (no trusted
curator) (vgl. Duchi et al., 2014).

X1 21,2 Z1,%22,%3 Zlye+s”fn—1,LTn
Qll / QQ[ / le / ...... / Qn|
21 21, %2 21, %2-23 Zly++52n

Dabei privatisiert das erste Individuum seine Daten z; mit @1 und erzeugt z;. Diesen Wert z;
gibt es an das zweite Individuum weiter welches jetzt aus z; und xo mit Hilfe des Kanals Q2 den
privatisierten Wert z5 erzeugt und (z1, z2) an das dritte Individuum weitergibt, usw. Ein solcher
‘sequentieller’ Mechanismus ist klarer weise nicht NI, da die Verteilung von z; nicht nur von x;
alleine abhéngt. Warum geniigt es uns aber nicht im lokalen Fall einfach nur NI Mechanismen zu
betrachten? Die Hoffnung ist, dass kompliziertere Mechanismen in der Lage sind mehr Information
aus den Originaldaten zu bewahren aber dennoch a-differentielle Privatheit sicherzustellen. In
Kapitel 3 werden wir sehen, dass diese Hoffnung zumindest in bestimmten Féllen nicht erfiillt
wird und nicht-interaktive Kanile in einem gewissen Sinne genauso effizient sind wie sequentielle.
Damit ist die Niitzlichkeit von sequentiellen Mechanismen fiir lokale Probleme aber im Allgemeinen
noch nicht widerlegt.

Definition 1.9. Ein Kanal Q : G x X" — [0,1] heifit sequentiell-interaktiv (SI) falls es
Kanile Q1 : G x X — [0,1] und Q; : G x (X x 271 — [0,1], i = 2,...,n, gibt, so dass fiir
Ay, ..., A, €G und xy,...,x, € X, gilt

Q(Al X e X An‘ﬂfl,.. .7$n)
:/ / / Qn(dzn|®n, 21,y 2n—1)Qn-1(dzn-1|Tn-1, 21, -, 2n—-2) ... Q1(dz1|z1).
Ay An_1JA,

Fiir i > 2 schreiben wir auch ngi’l’”“’zl)(dzimi) = Qi(dzi|zi, 21, .. .,2i-1), so dass bei festen
(z1,.-.,2i—1) € Zi_l, nghm’zifl) Gx X = [O, 1]

Korollar 1.10. Sei a € (0,00) und Q : G®* x X™ — [0, 1] sequentiell-interaktiv. Definiere fiir
1=2,...,m, T1,...,x;_1 € X die W-Majle

Rgfll"“’x“)(dzl condzig) = Qi (dzia|xio1, 21, 2i2) - Qu(dzr|21),

auf (Z71,G%1). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.
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o () ist a-DP.

e Q1 : Gx X' — [0,1] ist a-DP und fiir alle i = 2,...,n, alle x1,...,2;1 € X und fiir
Rz(fll’”"xi’l)—fast alle (z1,...,2i_1) € 21 ist auch ngl’””zi’l) :G x X' —[0,1] a-DP.
Fehler!!! De-

finiere SI als
Beweis. Angenommen @ ist a-DP. Dass @, a-DP ist, folgt sofort mit A = 4; x Z*~ 1. Seien also a-SIDP  wie

i>2und x1,...2,_1 € X. Dann gilt fiir 4; € G, B; € G®~! und X Xy Tig1 .- ., Ty € X, dass im paper!
/ QZI’ ~%i-1) A |.’L'Z) wl’ i 1)(d21,...,dzi,1):Q(Bi XAZ' XZn_i|{E17...,{En)
<e®Q(By x Ay x 2" ay, .. 2k ay)
:/ aQ Zl’ ®i= 1)(_/4 |$ ) w1, i 1)(dz1,...,dzi,1).
B;
Da B; € G®~1 beliebig war, folgt aus einem bekannten Satz der W-Theorie, dass
(21,-0y2i—1) a ) (Z150052i-1) /
Qi (Ajlz;) < e*Q; (Ailz5),

fiir Rgfll’”"xi’l)—fast alle (z1,...,2;_1) € 271, Fiir die Umkehrung, beachte, dass fiir i = 1,...,n,

x;, o € X und fiir jede messbare Funktion S : Z° — [0, 00), durch Approximation mittels einfacher
Funktionen, gilt

/ S(z1,- -, Q(zl »2i-1) (dzi|z;) < e / S zl,...,zi)QEZ“'”’Z‘_l)(dzi|x;),

fiir Rgfll"“’zi’l)—fast alle (21,...,2;_1) € 21, Somit erhalten wir fiir A € G®" und z,2’ € X",
mit do(z,2’) = 1, z; # x}, und

S@ittr®n) (5 ) = /Z---/Z]lA(zl,...,zn)ngl’”"Z"‘l)(d2n|$n)---Qgilf""zi)(dzi+1|33i+1)’

Q(A|m):/-~~/ Ta(z1,. .05 20)QP %=1 (dzy|xy,) . .. Q1 (dz |21)

/ / St (2, ) QP T (dala) BT (e dzi)
Zi—1
/Zz 1/ S@ettynn) (5 Z)Q(Zl’ e 1)(dzi|x§)R£f11"“’wi’1)(dzl,...,dzz-,l)
=e“Q(Al|x").
O

Bemerkung 1.11. Jeder nicht-interaktive Kanal Q : G&™ x X™ — [0,1] ist auch sequentiell-
interaktiv, mit Q;(A;|z;, 21, ..., 2i—1) = Qi(A4;|x;).

Satz 1.12. Sei (£,G) = (R™,B(R™)). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.
e Der Kanal Q : G x X1 —[0,1] ist a-DP.

e Es existiert ein o-endliches Maf p auf (Z,G) und fiir jedes x € X1 eine p-Dichte z — q(z|x)
von Q(dz|z), derart, dass fiir jedes x' € X1 gilt

q(z]z) < e* q(z]2), Vze Z.
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Beweis. Sei Q a-DP und z* € X!. Dann ist u(dz) := Q(dz|z*) ein o-endliches Maf} auf (Z,G)
(sogar ein W-MaB), und nach Definition 1.1 gilt Q(dz|z) < u(dz), fiir alle x € X!. Sei nun
fir z € X!, 2 — q(z]z) eine p-Dichte von Q(dz|z) und fiir » € (0,00), z € Z, definiere die
abgeschlossene Kugel K, (z) := {y € Z : |ly — z|l2 < r}. Nach dem Differentiationssatz von
Lebesgue-Besicovitch (vgl. Mattila, 1995, Corollary 2.14) gilt

: 1 = lim ———+"5
o) = U ) o CH) = U QR 1)

fiir alle z € NS und eine p-Nullmenge N, € G. AuBlerdem sind die Quotienten auf der rechten
Seite laut Voraussetzung alle Element von [e%,e®], und somit auch e™® < g¢(z|z) < e?, fiir
alle z € X! und z € N¢. Wir éndern nun die Dichte z — ¢(z|z) auf der pu-Nullmenge N, ab,
so dass q(z|x) = 1 fiir alle z € N,. Dies dndert nichts daran, dass z +— ¢(z|z) eine p-Dichte
von Q(dz|z) ist. Fiir z,2/ € X! unterscheiden wir nun vier Fille. Falls 2 € N, N N,/, dann
gilt q(z|z) = 1 < e* = e%q(z|2). Fir z € N, N NS, gilt g(z]x) = 1 und q(z|z')e® > 1, also
q(z|x) < e%q(z|2"). Fir z € NS N Ng, verfahrt man analog. Fiir z € NS N NS, gilt

QUE, (2)|) o
qzle) _ o Q@) _ o QUG R)e) et QU (2))
g(zle’)  rlo BEEAHIEL o QK (2)|2) ~ o QK (2)]e) '

Fiir die Umkehrung, wihle A € G und ,2’ € X' und beachte, dass Q(Alz) = [, q(z]z) p(dz) <
Jae®a(z]a") p(dz) = e*Q(Al2"). O

1.3 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1.1. Es sei k : X — R™ eine Abbildung und ihre Sensitivitit sei definiert durch

S(k):==sup |k(z) — kK@)l
z,z' cX™
do(z,z")=1

Finden Sie analog zu Beispiel 1.7.(d) einen Privatisierungsmechanismus der die Datenbankabfrage
k(z) a-differentiell privatisiert falls S(x) < oco. (vgl. Dwork et al., 2006) (2P)

Aufgabe 1.2. Unternehmen Sie eine Literaturrecherche. Erstellen Sie eine kleine Sammlung al-
ternativer aber formal definierter ‘privacy’-Begriffe aus der Literatur und erldutern Sie jeden davon
kurz. (*)

Aufgabe 1.3. Betrachten Sie den folgenden Privatisierungsmechanismus. Individuum ¢ generiert
seine privaten Daten unabhéngig von den anderen Individuen durch Projektion von z; auf [—1, 1]
und Addition einer N(0, 0?)-verteilten Zufallszahl, also Z; = T'(x;) + U;, U; ~ N(0,0?). Gibt es
ein 0 = o(a), so dass dieser Mechanismus «-DP ist? (2P)

Aufgabe 1.4. Gibt es einen lokal realisierbaren (‘no trusted curator’) Privatisierungsmechanismus
der nicht sequentiell-interaktiv ist? ()



Kapitel 2

Mathematische Statistik und
‘differential privacy’

2.1 Minimax Schitzung

In dieser Sektion wiederholen wir kurz einige Grundbegriffe der mathematischen Statistik die
im Folgenden von Bedeutung sein werden. Wie bisher beginnen wir mit einem messbaren Raum
(X, F), den wir auch als Stichprobenraum bezeichnen. In der Statistik verstehen wir unsere Da-
ten x € X'™ {iblicherweise als eine Realisierung eines zufilligen Prozesses. Dieser kann in der Praxis
zum Beispiel in der zufilligen Auswahl von Personen aus einer (idealisierten) Grundgesamtheit,
oder in mit (unvorhersehbaren) Messfehlern behafteten physikalischen Messungen bestehen. Ma-
thematisch formulieren wir diesen zufélligen Datengenerierenden Prozess durch ein W-Mafl P auf
(X, F). In einer konkreten Anwendung wissen wir aber typischerweise nicht genau aus welchem
W-Mafl P unsere Daten generiert wurden. Man unterstellt also ein sogenanntes statistisches
Modell, d.h. eine ganze Familie P = P(X,F) von W-Maflen auf (X, F) und nimmt an, dass
die Daten aus einem der P € P erzeugt wurden. Dabei gehen wir in dieser Vorlesung immer von
unabhiingig und identisch verteilten (iid) Beobachtungen aus, wir unterstellen also, dass x € X™
eine Realisierung eines Produktmafes P™ fiir ein P € P ist. Sei nun (Z,,,G,,) = (R™, B(R™)) und
Q:G2" x X™ — [0,1] ein Kanal. Wir betrachten hier nur Fille in denen der kanal @ (6ffentlich)
bekannt ist. Es geht also nicht darum Riickschliisse auf @ zu ziehen. Wir definieren

QP"(dz) := Q(dz|x) P"(dz).
Xﬂ,
Wurden die Originaldaten z € X™ also aus P™ ‘gezogen’ und anschliefend mit @) privatisiert, so
folgen die privatisierten Daten z € Z7 der Verteilung QP". Ziel der Statistik ist es nun:

e klassische: Aus den unter dem unbekannten W-Mafl P™ (fiir ein P € P) generierten Daten
x € X™ Riickschliisse auf P zu ziehen.

e privat: Aus den unter dem W-Mafl QP™ (fiir ein P € P) generierten privaten Daten z € Z*
Riickschliisse auf P zu ziehen.

In dieser Vorlesung beschrinken wir uns darauf nur gewisse Merkmale der wahren datengene-
rierenden Verteilung P € P zu schétzen. Konkret interessieren wir uns fiir den Wert (P) eines
reellen Funktionals 6 : P — R. Dies kann zum Beispiel von der Form 6(P) := Ep[f], fiir ein
messbaren f: X — R, sein. Fiir f(z) = x ist §(P) dann etwa der Erwartungswert von P und fiir
f(x) = z*, das k-te Moment von P. Obwohl wir uns auf ein reellwertiges Merkmal der Verteilung
P konzentrieren, kann das Modell P aber trotzdem sehr grofl sein und muss sich nicht unbedingt
durch eine endlich-dimensionale Parametermenge indizieren lassen. Wir sprechen auch von einem
semi-parametrischen Schétzproblem.
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Minimax-Schitzung (klassisch)

Ein Schitzer ist eine messbare Abbildung 0, : X" — R. Idealerweise sollte der Wert von 6, (z),
in einem geeigneten Sinne, nahe bei §(P) liegen, wenn x € X™ unter P" generiert wurde. Um das
zu prézisieren wihlt man zunéchst eine Verlustfunktion ! : Ry — R, wobei hier R, := [0, 00),
und definiert das Risiko des Schétzers én durch

o —oP)|)] = [ 1

Verschiedene Schitzer lassen sich jetzt anhand ihres Risikos vergleichen. Ein beliebter Ansatz
um einen Optimalititsbegriff zu definieren ist es nun, den ungiinstigsten Fall zu betrachten.
Ein Schétzer é:‘L heifit minimax-optimal falls sein ungiinstigstes Risiko gleich dem sogenannten
Minimax-Risiko M,, = M,,(P, ) ist, also falls

R0, P,6) := Epn [z (

0, (x) — G(P)D P (dz).

sup R (05, P,0) = inf  sup Ry (0n, P,0) =: My (P,0),
PeP Op:X"—R PEP

wobei das Infimum hier iiber alle moglichen Schétzer én : X" — R lauft. In komplexeren Modellen
P ist es oft ein zu ehrgeiziges Ziel einen solchen Minimax-Schétzer zu finden. Daher begniigt man
sich oft damit einen Schétzer é;; zu finden, der die Minimax-Rate erreicht, das heiflt, dass es
Konstanten C' > 1 und ng € N gibt, mit

sup R, (0, P,0) < C- M, (P,0)  Vn>ng.
PeP

Minimax-Schitzung (privat)

Im privaten Fall ist ein Schitzer nun eine messbare Abbildung 0, : Zr — R. Ist der Kanal Q
gegeben, so ist das Q-Risiko des Schétzers 6,, definiert durch

ool = o

Das a-private Minimax-Risiko M,, , = M,, (P, 6) ist jetzt gegeben durch

R0, Q, P,0) := Eqpn [z ( 0, () — e(P)D QP"(dz).

n
m

My.o(P,0) ;= inf  inf inf  sup Ry (0,,Q, P,0),
meENQEQa(m) §,,:Zn =R PP

wobei Q,(m) eine gewiinschte Menge von a-DP Kanilen @ : G&" x X™ — [0, 1] ist (z.B. alle NI
oder SI Kanéle). Ein Tripple (Q(n), On,my), wobei Q) : G&" x X™ — [0,1] und 6, : 2% — R,
erreicht die a-private minimax-Rate falls es Konstanten C' > 1 und ng € N gibt, mit

sup ’Rn(én, Qn), P,0) < C - My o(P,0) Vn > ng.
peP

Minimax-Rate und Stetigkeitsmodul

Die minimax Konvergenzrate bzw. die Konvergenzgeschwindigkeit von M,,(P,0) (im klassischen
Fall) beschreibt in gewisser Weise die ‘Schwierigkeit’ des Schétzproblems. Konvergiert M,, (P, 0)
sehr schnell, so lidsst sich 6(P) iiber dem Modell P relativ ‘leicht’ schétzen, némlich schon mit
einer relativ kleinen Stichprobe der Gréie n. Wohingegen bei langsam konvergierendem M., (P, )
eine sehr viel groflere Stichprobengrofle n notwendig ist um die selbe Genauigkeit zu erreichen.
Intuitiv gesprochen sollte es dann besonders leicht sein 6(P) zu schitzen, wenn 8(FPy) und 6(P;)
sehr nahe aneinander liegen, selbst wenn die Verteilungen Py und P; sehr unterschiedlich sind.
Im Extremfall ist # : P — R konstant, und dann kenne ich den Wert von 6(P) selbst ohne einen
Blick auf die Daten geworfen zu haben. Im anderen Extremfall nimmt 6 zwei vollig verschiedene
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Werte 0(Py) und 6(P;) an, selbst wenn Py und P; beliebig nahe zu einander liegen. Unter Py und
unter P generierte Daten ‘sehen also beinahe gleich aus’, obwohl der zu schitzende Wert jeweils
komplett unterschiedlich ist. Im letztgenannten Fall ist 6 in einem gewissen Sinne unstetig. Die
Schwierigkeit des Schitzproblems sollte also etwas mit der lokalen Variabilitdt des Funktionals
0 : P — R zu tun haben. Diese lisst sich etwa durch einen Stetigkeitsmodul quantifizieren.

Definition 2.1. Sei 6 : P — R ein Funktional und d : P x P — [0,00) eine Metrik. Dann
definieren wir fiir e € [0,00), den d-Stetigkeitsmodul von 0 iber P durch

wa(e) == wa,po(e) == sup{|0(Fo) — 0(P1)| : d(Po, P1) < &, Py, Py € P}.

Das Minimax-Risiko ldsst sich tatséchlich durch einen geeigneten Stetigkeitsmodul charakteri-
sieren. Im Folgenden bedeutet die Notation a, =< b,, fiir n — oo, dass es Konstanten cg,c; > 0
und ng € N gibt, mit cpa,, < b, < c1a,, fir alle n > ng. Mit dg : P x P — [0, 00) bezeichne man
die sogenannte Hellinger-Distanz (siehe Sektion 2.2).

Satz 2.2. [Donoho and Liu (1991)] Angenommen P ist konvex und dominiert,  : P — R ist
linear und beschrinkt, und | : Ry — Ry ist hinreichend regulir'. Falls es ein r € (0,2] gibt, mit
way, () <€, fire— 0, dann gilt

My (P,0) = lowg,(n /?) fiir n — oo.

Ein #hnliches Resultat hétten wir nun gerne auch im privaten Fall fiir M,, (P, 6). Insbeson-
dere ist natiirlich die Frage ob und wie sich die Konvergenzraten im klassischen und im privaten
Fall unterscheiden. Dies gibt uns eine Idee vom Preis (im Sinne einer langsameren Konvergenz-
geschwindigkeit) den man fiir a-differentielle Privatisierung bezahlen muss. Zusitzlich hétten wir
natiirlich auch noch gerne ein allgemeines Rezept um optimale Kanéle @ und private Schétzer
én zu konstruieren, die die a-private minimax-Rate erreichen. Diesem Programm widmen wir uns
néher in Kapitel 3. Zunéchst miissen wir einige technische Werkzeuge dafiir entwickeln.

2.2 Tests und Wahrscheinlichkeitsmetriken

2.2.1 Statistische Tests

Sei (€, .A) ein messbarer Raum und P = P(£,.4) ein Modell. Ein statistischer Test wird da-
zu verwendet um von zwei moglichen statistischen Hypothesen zu entscheiden zu welcher die
‘wahre’ datengenerierende Verteilung gehort. Man bezeichnet die Hypothesen traditionell als die
Nullhypothese Hy und die Alternativhypothese Hy, und definiert formal Hy, H; C P als Teilmen-
gen des Modells. Ein (randomisierter) Test ist eine messbare Abbildung ¢ : Q — [0,1]. Dabei
ist der Wert ¢(w) als die Wahrscheinlichkeit zu verstehen, mit der man sich fiir H; entscheiden soll.
Man zieht also eine gleichverteilte Zufallszahl und entscheidet sich fiir Hy falls Unif[0,1] < ¢(w),
und fiir Hy andernfalls. Dabei sagt man, dass der Test ¢ einen Fehler erster Art begeht, wenn
P € Hy, aber die Testentscheidung fiir Hy ausféllt, und, dass ¢ einen Fehler zweiter Art begeht,
wenn P € Hy, aber Hy gew#hlt wird. Die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein (randomisierter) Test
flir Hy entscheidet, ist also gegeben durch

P U((w,u) u< ¢>(w)) =Ep [Ey [1pg]] = Eple],

wobei U das W-Maf} der Gleichverteilung auf [0, 1] bezeichnet. Analog ist die Wahrscheinlichkeit,
dass er sich fiir Hy entscheidet gegeben durch Ep[1 — ¢]. Die maximalen Fehler erster und zweiter
Art sind somit gegeben durch

sup Ep[¢] und sup Ep[l — ¢].
PeHy PeH,

1Siehe Annahme (??) in Sektion 3.2.
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Ein hiufiges Vorgehen bei der Konstruktion von Tests ist es, sich ein sogenanntes Signifikanz-
niveau v € (0,1), bzw. den Fehler erster Art, vorzugeben. Ist der Fehler erster Art eines Tests
¢ : Q@ — [0,1] durch v beschrénkt, also supp¢z, Ep[¢] < 7, so nenne wir ihn auch einen Test zum
Niveau . Oft sucht man unter allen Tests zu einem vorgegebenen Niveau « denjenigen mit der
groften Giite. Dabei ist die Giite eines Tests ¢ (bei einfacher Alternativhypothese H; = {P1})
definiert als die Gegenwahrscheinlichkeit eines Fehlers zweiter Art, also Ep, [¢]. Alternativ sucht
man manchmal auch nach einem sogenannten Minimax-Test fiir Hy gegen H;, das heif}t, nach
einem Test ¢* : Q — [0, 1], derart, dass

sup Ep,[¢*] +Ep [l —¢*]= inf  sup Ep,[¢] +Ep[1 — ¢)].
PyeHy $:Q—10,1] PyeHy
PyeH; PyeHy

Unter Verwendung der ‘schwachen’ Folgenkompaktheit der Testfunktionen lésst sich leicht zeigen,
dass minimax Tests zumindest fiir dominierte Modelle immer existieren (siche Aufgabe 2.1). In
Kapitel 3 werden wir dann sehen, wie man fiir gewisse Probleme aus minimax Tests auch Schétzer
konstruieren kann, die die minimax-Rate erreichen.

2.2.2 Wahrscheinlichkeitsmetriken

In dieser Sektion sei (£2,.4) ein abstrakter messbarer Raum und P die Menge aller W-Mafle auf
(Q,.A). Wir definieren die folgenden Distanzbegriffe und Affinitéten auf P.

Definition 2.3.
a) Kullback-Leibler-Divergenz:

log 75t (w) Po(d lls Py < P
Dg(PolPr) = {fg 08 4P, (W) Po(dw), falls Py < P,
00, sonst.

b) Totalvariationsdistanz:
dTv(Po,Pl) = Ssup ‘Po(A) - Pl(A)|
AeA

¢) Hellinger-Distanz:

du(Po, P1) = </Q (W— \/IW)2 M(dw)>1/2,

fiir Dichten py und p; von Py und Py beziiglich eines beliebigen Mafes i (2.B. p= Py + Py).
d) Hellinger-Affinitdt:
pn(Po.Py) = | V/f@pi(e) ()
fiir Dichten pg und p1 von Py und Py beziiglich eines beliebigen dominierenden Majfles p.
e) Test-Affinitit:
pr(Po, P1) = igf (EPO [¢] +Ep [1 - ¢])7
wobei das Infimum iber alle randomisierten Tests ¢ : Q — [0,1] lduft.

Im Folgenden schreiben wir fiir Modelle Py und P; auf (2, A) auch

pr(Po,P1) == sup pu(Po,P1), pr(Po,P1):= sup pr(Fy,Pr), etc.
PoePo PoePy
PiePy PiePy
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Weiter bezeichnen wir mit conv(Py) die konvexe Hiille der Menge Py, also
k k
conv(Py) : {Z)\P kEN, X >0,) N=1P 6730}
i=1 i=1

Es gelten die folgenden Beziehungen.

Satz 2.4.

1) Pinsker-Ungleichung: dpy < ,/%DKL.
2) &= 2(1 - pr).

3) pu(PG, PI') = pu(FPo, P1)".

4) 3d% < dry <dg.

5) pr=1—dry.

6) pr < pa < \/pr(2—pr).

7) dy < VDkr.

Beweis. Zum Beweis der Pinsker-Ungleichung siehe Lemma 2.5 in Tsybakov (2009). Die Gleichun-
gen (2) und (3) sind trivial. Fiir (4), verwende Aufgabe 2.3 und die Cauchy-Schwarz Ungleichung
um die folgenden Abschitzungen zu erhalten,

d = [V - vin? = [ 1V - VAillvEs - VAl
< [ = vElVE + VAl = [ oo~ 1| = 2dry

< W(ﬁ—@)ﬁ/wmmvzW(ﬁ—@ﬁ/@wz@wﬁ
SdHUQ—FQ/\/}TplSdH 2+21//p0/p1:2dH.

Fiir (5), beachte zunéchst, dass wegen Aufgabe 2.3, gilt drv = [[po — p1]+. Sei nun ¢ : Q@ — [0, 1]
ein Test. Dann gilt

/¢[P0—P1 /¢[P0—P1+—/¢[Po—p1 /¢[P0—P1 /[PO—P1+—dTv

AuBerdem gilt mit ¢g = Lyp,>p,}, dass [ ¢o[po — p1] = [[po — p1]l+ = drv. Somit haben wir also
gezeigt, dass sup,, [ ¢[po—p1] = drv. Schlieflich erhalten wir also 1 —dry = infg(1— [ ¢[po—p1]) =
infy Ep, [¢] + Ep,[1 — ¢] = pr. Fiir (6), verwende zunéchst (5), (4) und (2) um

1 1
pr=1=dry <1=di=1-22(1-pu) = pu

zu erhalten. Nun verwende das selbe Argument wie im Beweis von (4) zusammen mit (2), um zu

zeigen, dass
2dry < \[di2(1+ prr) = VAL = pr) (L + prr) = 24/ 1 = o

Somit folgt mit (5), dass pr = 1 —dpy > 1 — /1 —p% und weiter p?, < 1 — (1 — pr)? =
2pr — p% = pr(2 — pr). Fiir den Beweis von (7) betrachten wir schliefllich ohne Beschriinkung
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der Allgemeinheit nur den Fall Dy (Py|P1) < oo, was Py < P impliziert. Es sei nun pg eine
zugehorige Pj-Dichte. Da log(1 + z) < z, fiir alle x > —1, erhalten wir

1
DKL(PO‘Pl) = / 1ng0 dPO = 72/ log (1 + — — 1> dPO
0<po<oo 0<po<oco v/ Po

22(1—/ pOdP1> :2(1—/\/p0-1dP1> =du(Py, P1)?,
0<po<oo \/7

wegen (2). O

Satz 2.5 (LeCam (1986), p. 477). Seien Py und P; Modelle auf (2, A) und P}, P; Modelle auf
(Q,A"). Mit Py ® P} bezeichnen wir die Menge aller Mafie Py @ Py auf (2 x Q, A® A'), mit
Py € Py und Py € Py, und analog fiir Py ® P;. Dann gilt

pr (conv(Py @ Py), conv(Pr @ P1)) < pu (conv(Po), conv(Pr)) - pr (conv(Py), conv(Py)) .

Beweis. Ein beliebiges Element My € conv(Py ® P}) lidsst sich darstellen als My(dw,dw’) =
Jz Po.s(dw) Py ((dw’) p(ds), wobei p ein W-Mafl mit endlicher Trégermenge S C R ist, Py, € Po
und Fy ; € Py, fiir s € S. Betrachte nun das W-Mafl P s(dw)pu(ds) auf (2 x R, A® B(R)). Wegen
Theorem 8.28 in Klenke (2008) gibt es eine bedingte Verteilung (einen Markov-Kern) p(ds|w) :
B(R) x © — [0,1], so dass P (dw)u(ds) = p(ds|w)Po(dw), wobei Py(dw) := [ Po,s(dw)p(ds)
die Q-Randverteilung von Py s(dw)u(ds) ist. Definiere jetzt die bedingte Verteilung R (dw'|w) :=
Jz P s(dw’) p(ds|w). Somit ergibt sich

Rolde) Polae) = [ P () ldse)Plcs) [ P!} Po () lds) = Mo(do, ).

Vollig analog schreiben wir fiir M; € conv(P; ® P{) auch M (dw, dw') = R} (dw'|w)Py(dw). Setze
nun Pj(dw) = [; Py (dw)p(ds) und P{(dw) = [; P{ ,(dw)p(ds) und beachte, dass fiir Py-fast alle
w € Q gilt RY(dw'lw) < Pi(dw') < Po(dw )+ Pl(dw) =: V/(dw'), und fiir P;-fast alle w € Q
gllt R} (dw'|w) < P{(dw') < Pi(dw') 4+ P{(dw') = v/(dw’). Seien 7 (w’|w) und 7 (w'|w) zugehdrige
v'-Dichten. Setze v := Py + P, und bezeichne mit po und p; v-Dichten von Py und P;. Somit zeigt
sich, dass

7 (w'|w)po(w) v @ V' (dw, dw') = 7 (w'|w)v' (dw') po(w)v(dw)
= R} (dw'|w)Py(dw) = My(dw,dw’),

74 (W' |w)po(w) also eine v @ v/-Dichte von My ist. Analog zeigt man, dass 7 (w'|w)p1 (w) eine v @ v/'-
Dichte von M; ist. Wir erhalten also

(Mo, M) :/Q o \/F(’](w’|w)ﬁo(w)77’1(w’|w)ﬁ1(w)1/®V’(dw,dw’)
= [ | @lon @) v @)yt vd)
Q /
< /Q Vo @)p1 (@) v(dw) sup / o) o) v ()

weN
= PH (PO7P1> blellgz PH (RS("W)aR1('|W)) .

Es gilt aber Py € conv(P), P1 € conv(Py), und fiir jedes w € 2, auch Rj(dw’|w) € conv(P)) und
R} (dw'|w) € conv(Py). Somit ist die gewiinschte Ungleichung gezeigt. O
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2.2.3 Eine Minimax-Identitat fiir Tests
Auch wenn sich in der Definition des Minimax-Risikos

M, (P, 0) := inf sup Ry, (0, P,0)
0, PeP

das Infimum und das Supremum natiirlich nicht vertauschen lassen, so ist fiir dessen Analyse oft
eine Sattelpunkt-Identitit der Form

inf s =5 inf
inf ytelg f(z,y) ylelg ;IelAf(Ly)

niitzlich. Allgemeine Identitédten dieser Form wurden etwa von Sion (1958) bewiesen. Das allgemei-
ne Prinzip hinter solchen Identitéiten ist immer, dass eine Art Sattelpunkt vorliegt. Dies bedeutet
zunichst, dass die Funktion f im ersten Argument eine gewisse Konvexitit und im zweiten Ar-
gument eine gewisse Konkavitdt aufweist (Abschwéichungen der konventionellen Definition von
Konvexitdt und Konkavitéit sind moglich). Weiters benstigt man fiir ein solches Resultat gewshn-
lich, dass die Mengen A und B konvex sind, und, dass zumindest eine der beiden Mengen kompakt
ist. Schlielich wird zumindest eine gewisse Halbstetigkeit in jedem einzelnen Argument gefordert,
wobei sich hier die Stetigkeit in derjenigen Variable die iiber der kompakten Menge optimiert wird
auf die selbe Topologie bezieht in der die Menge eben kompakt ist.

Satz 2.6. Betrachte Konstanten —oo < a < b < o0o. Sei S eine konvere Menge von endlichen
signierten Maflen auf einem messbaren Raum (2, A) welche durch ein o-endliches MafS dominiert
ist. Weiter sei T die Menge aller A — B(R)-messbaren Funktionen ¢ : Q — [a,b]. Dann gilt

sup inf /(Z)da = inf sup /(bda.
Q Q

$€ET o€ES o€eS $ET

Beweis. Das Resultat folgt aus einem allgemeinen Minimax-Theorem von Sion (1958, Corolla-
ry 3.3) und dem Satz von Banach-Alaoglu (vgl. Rudin, 1973, Section 3.15) um die schwach*-
Kompaktheit von T nachzuweisen. O

Korollar 2.7. Seien Py und Py zwei Modelle auf einem messbaren Raum (€, A), so dass Py U Py
durch ein o-endliches Mafl dominiert ist. Dann gilt

inf sup Ep[¢] +Ep[l—¢|= sup inf Ep,[¢] +Ep [1 — ¢ (2.2.1)
Tests ¢ pycP, Py € conv(Po) Tests ¢
PrePy P, econv(Pr)

= pr (conv(Py) , conv(P1)),
wobei das Infimum dber alle (randomisierten) Tests ¢ : Q@ — [0, 1] lduft.

Beweis. Beachte, dass sich die linke Seite von (2.2.1) nicht veradndert, wenn wir fir j = 0,1, P;
durch seine konvexe Hiille conv(P;) ersetzen, da fiir Py s € Py, P1¢ € P gilt, dass

EZ’::I asPo,s [¢] + EELI Bt Pt [1 - d)] = Z asﬂt (EPO,S [Qﬂ + Epl,t [1 - ¢])
s,t

< sup Ep[¢] +Ep[1 - ¢],
PyEPo
PiEP;

< sup EpJé]+Ep[l-9],

Pyeconv(Po)
P, econv(Pr)

wobei a, und (5; nicht-negative Koeflizienten mit Z]::l as =1 = Zizl B sind. Wende jetzt
Satz 2.6 mit S={Py — P, : P; € conv(P;),j =0,1} und a =0, b =1, an. O
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2.3 Kontraktionseigenschaften von Markov-Kernen

Es seien (Q2,.4) und (€', .A’) messbare Riume, P und P’ jeweils die Menge aller W-Mafle auf
(9, A), beziehungsweise auf (', A") und @ : A’ xQ — [0, 1] ein Markov-Kern. Wie oben definieren
wir fiir P € P die Verkniipfung QP(dw’) := [, Q(dw'|w) P(dw). Man kann also P — QP als eine
Abbildung von P nach P auffassen. Der nachbte Satz zeigt, dass diese Abbildung in der Hellinger-
Distanz Lipschitz-stetig ist mit Konstante 1.

Satz 2.8 (Del Moral et al. (2003)). Fir Py, P, € P gilt, du(QPy,QP1) < du(Py, P1) und
pr(Po, Pr) < pr(QFo, QPr).

Beweis. Wegen Satz 2.4.(2) geniigt es die Ungleichung fiir die Hellinger-Affinitét zu beweisen. Sei
Qo=QF), Q1 =QP,, u = Py + P, v = Qo + @1, und wahle entsprechende Dichten pg, p; und
do, q1- Betrachte nun die Lebesgue-Zerlegung (cf. Klenke, 2008, Theorem 7.33) von Py beziiglich
P, also
Py = P§ + Py,

wobei F§ <« P, und Pg- L P;. Klarerweise sind P¢ und P;- absolut stetig beziiglich 1 und wir
schreiben p¢ und pg fiir zugehorige p-Dichten, so dass pg = pd+pg- erfiillt ist. Definiere Qo(dw )=

Jo Q(dw'|w) P§(dw) und Qg (dw') := [, Q(dw'|w) Pg-(dw) und beachte, dass Qo = Q3 + Qg , so
dass Q¢ und Qp absolut stetig bezughch v sind. Mit ¢¢ und gg bezeichnen wir wiederum v-
Dichten, so dass go = ¢ + gp-. Wegen Orthogonalitit von P;- und P, gibt es eine Menge S € A,
so dass pg- auf S p-fast iiberall gleich Null ist und p; auf S¢, u-fast-iiberall gleich null ist. Somit

erhalten wir
H(Po,Pl):/Q\/Popldui/svpgpl +P(+P1du+/s \/PGp1 + pgp1 dp
=/S\/p8p1 d/«tﬁ/ﬂx/pgpl dp = pu (P, P1).

Andererseits gilt aber auch

0(Qu @) = [ Vi [ Vi =pu(Q5.Q1).

Es bleibt also zu zeigen, dass py(P§, P1) < pup(Q%,Q1). Betrachte dazu eine P;-Dichte py von
P§. Natiirlich ist p; = 1 eine Pi-Dichte von P;. Somit erhalten wir pg (P§, Py) fﬂ V/Po dP; und
Qb (dw') = [, Q(dw'|w)po(w) P1(dw), Qi(dw') = [, Qdw'|w) Py(dw), so dass Qf < Q1, und wir
bezelchnen mit gy eine zugehdrige Q1- chhte von (Q§. Wir miissen also zeigen, dass

[ Vimar < [ Vada.
Q Q

Wir zeigen stattdessen die folgende, etwas stirkere Aussage.

Behauptung. Sei Py ein W-Maf$ auf (2, A), p € El(Q,A, Py) nicht-negativ, @ : A" x Q — [0,1]
ein Kanal, Q1 = QP und Q*(dw") fQ (dw'|w)p(w) Py (dw). Klarerweise gilt Q* < Q1 und Q%
ist ein endliches Maf. Wir bezezchnen mit ¢ : Q' — [0,00) eine zugehirige Q1-Dichte von Q°.
Dann gilt

/Q\/;BdPl < /QI\/&dQl. (2.3.1)

Wir beweisen die Behauptung zunéichst fiir einfache Funktionen p = """ | a;14,, wobei a; €
(0,00) und Ay, ..., A, € A paarweise disjunkt sind. Wegen Disjunktheit sieht man leicht, dass

fron-

= Va4, (2.3.2)

i=1
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Als néichstes definieren wir uns endliche MaBe Qf (dw') := [, Q(dw'|w) P1(dw) und betrachten fiir
Ae A,

/A/qul :Q“(A’):/QQ(A’W) (w) Py (dw) Zaz/ Q(A|w) Py (dw) Z%Q“ (A").

i=1

Da a; > 0, gilt Q¢ < Q% < @1, und wir bezeichnen die zugehorigen @)1-Dichten mit g;, so dass
q= >, a;q;, Qi-fast sicher. Fiir v’ € Q' setze jetzt r(w’) := > | ¢;(w') und R :=r~*((0,00)),
und beachte, dass fiir alle A’ € ',

/1dQ1 Qi(A") = /QA’|wP1dw Z/QA|wP1dw ;Q“A’
;/IQidQl/A,TdQly

wegen Disjunktheit der A;, so dass r < 1, QQ1-fast sicher. Somit folgt aus der Jensen-Ungleichung,
dass

/Q,\/‘}dChZ/R ;aiqZ'dQl:/R\/; ;ai?dQl
z/}r{ﬁ;@%d@@é;@qﬁd@;@mm

Aber es gilt natiirlich Q%(R) = Q¢(Y) — Q¥(R°) = Q%() = P1(A;). Unter Verwendung von
(2.3.2) haben wir somit (2.3.1) fiir einfaches p gezeigt. Fiir allgemeines p > 0, sei nun (p(™), ey
eine Folge von einfachen Funktionen, so dass p(™(w) 1 p(w). Wenn ¢™ eine Q;-Dichte von
fQ (dw'|w)p™ (w) Py(dw) ist, dann sieht man leicht, dass ¢(™) < g, Q;-fast sicher. Somit folgt aus
(2.3.1) fiir einfache Funktionen, dass

/QWdPls/Q/Wdng/Ql\/adQl.

Die allgemeine Relation (2.3.1) folgt jetzt aus dem Satz der monotonen Konvergenz. O

Bemerkung. Die Aussage von Satz 2.8 sollte uns nicht besonders iiberraschen. Natiirlich sollte
es schwieriger sein die privatisierten Verteilungen QF, und QP; zu unterscheiden als die nicht-
privatisierten Py und P;. Das ist gewissermaflen gerade die Idee beim Privatisieren mittels eines
Kanals Q. Etwas {iberraschend ist es dafiir aber vielleicht, dass der Beweis aufwendiger ist als man
auf den ersten Blick vermuten wiirde. Dies kommt aber nur von der Wurzel in der Definition der
Hellinger-Distanz. Fiir die Totalvariationsdistanz ist der Beweis des analogen Satzes ein Einzeiler
(vgl. Aufgabe 2.5).

2.3.1 Die Duchi-Jordan-Wainwright Ungleichungen

Wie zu beginn dieses Kapitels sei jetzt wieder (X, F) unser Stichprobenraum und P ein statisti-
sches Modell auf (X, F).

Satz 2.9 (Duchi et al. (2014)). Sei o € (0,00) und (Z,G) = (R™, B(R™)). Weiter sei der Kanal
Q:Gx X' 10,1] a-DP und Py, P, € P. Dann gilt

DKL<QP0‘QP1) + DKL(QPI‘QPO) S min(4, 62a)(€a - 1)2dTv<P0,P1)2.



18 KAPITEL 2. MATHEMATISCHE STATISTIK UND ‘DIFFERENTIAL PRIVACY’

Bemerkung. Auf den ersten Blick scheint Satz 2.9 recht unverdéchtig zu sein. Tatséchlich ist
er aber gemeinsam mit Korollar 2.10 eines der fundamentalsten Resultate fiir die Statistik unter
‘local differential privacy’, insbesondere wenn es darum geht die private Minimax-Optimalitédt von
Schétzern nachzuweisen (siehe Kapitel 3). Auflerdem ist das Resultat insofern etwas iiberraschend,
als man natiirlich fiir beliebige W-Mafle Py und P; ohne Privatisierung niemals eine Ungleichung
der Art D (PolPy) < Cdry(Py, P1)" erhalten kann, da ja Dgr(Py|P;) nicht unbedingt endlich
sein muss, wohingegen drv (P, P1) < 1 gilt.

Beweis von Satz 2.9. Fiir x € X! sei q(z|z) wie in Satz 1.12 eine Dichte von Q(dz|z) beziiglich
eines dominierenden MaBes p. Wegen Aufgabe 2.4 ist dann mj(z) = [, ¢(z|x) Pj(dx) eine p-
Dichte von QP;, fiir j = 0,1, und mo und m, besitzen gemeinsamen Tréger. Tatsachlich folgt aus
Satz 1.12 sogar, dass alle z — ¢(z]z) fiir x € X einen gemeinsamen Tréiger haben. Somit ergibt
sich

Di1(QP)|QPy) + Di(QP1|QPy) = /Z mo(z) log Z?Ezi p(dz) + /Z mi(2)log :;8 u(dz)
< [ o) = m) flog 24 ().
Am Ende des Beweises werden wir zeigen, dass
|mo(z) — m1(z)| < min(2,e%) Helﬁc q(z|z)(e* — 1)drv(Py, P1), Vz e Z. (2.3.3)

Es folgt nun aus Aufgabe 2.6, dass fiir z € Z mit mg(z) # 0, my(z) # 0, gilt

Imo(z) —ma(2)|
~ min(mg(z), m1(2))
< min(2, e®) inf e x q(z]x)(e* — 1)drv(Py, P1)
- inf,ex q(z]x)
= min(2,e*)(e* — 1)dry (P, P1).

g 21

Neuerliche Anwendung von (2.3.3) liefert also

Dic(QPo|QPY) + D (QPLQPy) < min(4, &) (e® — 1)%dry (Py, Pr)? /

inf d
Zwlgxq(ZISE)/«L( 2)

< min(4, e2*)(e® — 1)2dTV(P0,P1)2/ q(z|x) p(dz)
z
= min(4, €2*)(e* — 1)*dyv (P, P1)*.
Es bleibt die Ungleichung in (2.3.3) zu zeigen. Seien pg und p; Dichten von Py und P; beziiglich
v := Py + P;. Somit gilt
mo() = m1() = [ atele)po(e) = pa (o) vldo)
= /Xq(ZIw)[po(w) —p1()] 4 v(dz) — /Xq(ZILU)[Po(w) —p(2)]- v(dz)

< sup q(z|x) /X[po(m) = p1(@)]+ v(dz) — inf g(z]z) /X[po(x) = p1(x)]- v(dz)

= [sup q(z|z) — inf q(z|w)} drv(Py, Py),
xeEX zeEX

mit Aufgabe 2.3. Es folgt

Imo(z) —ma(z)] < sup lg(z|z) — q(z|2")|drv (Po, Pr). (2.3.4)

T,z €
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Als nichstes betrachten wir

sup_lq(z[e) —q(=[a")| < inf sup lq(z]e) —q(=]27) + q(z]27) = g(=]a”)]

z, ' €X z,x' €X
<2 1nf sup |q(z|z) — q(z]z")|
wEX
. . q(z]z) ’
=2 inf q(z|z™) sup -1
T*eX ( | )mEX Q(Z‘x*)

<2 inf q(z]a*)(e® — 1).
<2 inf g(z[27)(e” ~1)

Analog erhalten wir

o(e4e) — el < ool | 255 1
_ o q(z]z") o q(z[z)
 arex q(z|x*)q( =) q(z]z") 1‘
< e mf g(zlz")(e” —1).

Somit folgt
sup |q(z|z) — q(z]|2")] < min(2, e®) II(IC_fX q(z|z*)(e* = 1).

x,x' €

Zusammen mit (2.3.4) ist (2.3.3) gezeigt. O

Korollar 2.10 (Duchi et al. (2014)). Es sei o € (0,00), (Z,G) = (R™,B(R™)) und Q : G&" x
X™ — [0, 1] sequentiell-interaktiv und a-DP. Weiter seien firi=1,...,n, Py;, P1; € P. Definiere
die Produktmafe Py = @, Py; und P = @}, P1 ;. Dann gilt

DiL(QPo|QPy) + D r(QPIQPy) < 2min(4,e*)(e” — 1)* Y dpy(Po s, Pri)>.
=1

Bemerkung 2.11. Korollar 2.10 scheint ebenfalls zunéichst unverdéichtig. Allerdings ist zu be-
achten, dass dieses Korollar, unter Verwendung von Pinskers Ungleichung (Satz 2.4.(1)) und unter
der Annahme, dass Py ; = Py, und Py ; = Py, fiir alle ¢ = 1,...,n, die folgende Implikation hat

drv(QPY,, QPy,) < min(v2,e*/v2)(e” — 1)v/n - drv(Pon, Pin). (2.3.5)

In dieser Ungleichung ist die Abhéngigkeit von n zu beachten. Vergleicht man dies ndmlich mit
der scharfen Abschitzung ohne Privatisierung (vgl. Aufgabe 2.8)

dTV(P(;fn7P1n7n) S n- dTV(PO,TMPl,TL)v
so erkennt man, dass die Privatisierung einen entscheidenden Einfluss auf die Ordnung (in n) hat,
mit der sich Produktmafle einander annidhern. Sequentiell privatisierte Produktmafle sind also

um Groéfenordnungen schwerer zu unterscheiden, als ihre nicht-privaten Versionen. Dies ist der
treibende Mechanismus der zu den unterschiedlichen Konvergenzraten in Kapitel 3 fiihrt.

Beweis von Korollar 2.10. Fiir 7 =0,1,i=1,...,n und A; € G®, definiere

M;i(A;) == QPj(A; x 2'7) = [ RE(4) Q) Praldan),
Xt _
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wobei RZ(-M""’M) wie in Korollar 1.10 definiert ist. Aus Aufgabe 2.7, Korollar 1.10 und Satz 2.9
folgt nun, dass

Dk (QFP|QP1) = D, (Q1Po11Q1P11)
+ Z Dk, ( (Zl’ »Ei-1) Py Ql(vzl""’zifl)Pu) Moi—1(dz1, ..., dzi—1)
Zi-1

< mln(4, e**)(e* — 1)*drv(Po, Pra)?

* ; /Xi—l /21'71
i—1

Dier (@ PoalQF VP ) BRI (den, - dzir) () Pos(d)
k=1

< min(4, e**)(e® — 1)? ZdTV(PO,i> P ;)°.
i=1

2.4 Ubungsaufgaben

Aufgabe 2.1. Sei P ein statistisches Modell auf einem messbaren Raum (€2,.4) das durch ein
o-endliches Mafl  dominiert ist, d.h. P <« p fur alle P € P. Zeigen Sie, dass dann fiir beliebige
Hypothesen Hy, H; C P ein minimax-Test ¢* : Q — [0, 1] existiert. (4P)

Hinweis: Verwenden Sie die folgende ‘schwache Folgenkompaktheit’ der Testfunktionen aus Nole and Plachky
(1967).

Satz. Zu jeder Folge (¢)) von randomisierten Tests ¢y, : Q1 — [0, 1], gibt es eine Teilfolge (¢x;) und einen Test
o* mit ’
/d)kjfd,uf——%/ & fdu,  fir jedes f € £1(2, A, ).
Q J—ro0 Q

Aufgabe 2.2. Es sei (£,G) ein messbarer Raum und @ : G x X™ — [0,1] a-DP. Durch P =
{Py :x € X"}, P,(dz) := Q(dz|x), ist ein statistisches Modell auf (Z,G) gegeben. Zeigen Sie, dass
fiir ko, z1 € X™ mit do(xg,x1) = 1, jeder Test fir Hy : x = x¢ gegen Hy : x = x1 zum Niveau

€ (0,1), hochstens eine Giite von ye® besitzen kann. (2P)

Aufgabe 2.3. Es seien Py und P; zwei W-Mafle auf einem gemeinsamen W-Raum (£2,.4) und pg
und p; Dichten von Py und P; beziiglich eines beliebigen dominierenden Mafles v. Zeigen Sie, dass

dry(Py, Pr) = / [Po(w) — p1 ()] v(dw) = / [Po(w) — 1 () / 1Po(w) — p1 (@) (o).

(2P)

Aufgabe 2.4. Fiir a € (0,00) sei Q : Gx X! —[0,1] a-DP und Py, P, € P = P(X,B(X)). Weiter
sei p und q(z|x) wie in Satz 1. 12 Zeigen Sie, dass dann QP und QP beziiglich einander absolut
stetig sind und p-Dichten m;(z) = [ + 4(2]x) Pj(dr), j = 0,1, besitzen welche gemeinsamen Tréiger
haben. Zeigen Sie weiter, dass dleser gemeinsame Triger auch derselbe ist wie der von z — ¢(z|z),
unabhéngig von x € X. (2P)

Aufgabe 2.5. Beweisen Sie das Analogon von Satz 2.8 fiir die Totalvariationsdistanz. (2P)

Aufgabe 2.6. Fiir a,b € (0,00), gilt |log 7| < _azbl (2P)

min(a,b)
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Aufgabe 2.7. Es sei (Z,G) ein messbarer Raum und P, R zwei W-Mafle auf dem Produktraum
(Z2™,G®™). Definiere die marginalen Verteilungen P; = P?Ti_l, R; = R?Ti_l, P, = P?T;il und
Ry = Rﬂ';il, wobei m; 1 Z® — Z, mi(21,...,2n) = 2z und w4 2 2" — 24 w21, ., 2m) =
(#1,...,%). Es gilt also z.B. P.; = P; und Py, = P. Angenommen fiir i = 2,...,n existieren
bedingte Verteilungen (Markov-Kerne) P(®) : G x Zi=1 — [0,1] und R® : G x Z*=1 — [0,1], so
dass

Plzi(dzh N ,dZZ) = .P(Z)(dzl|,2'17 e ,Zifl) PM,l(dzl, ey le',l), und
Ryi(de,. .. dz) = R (dz)z, ..., zi—1) Rii—1(dz1, ..., dzi—1).

Schreibe P(1:2i-1)(dz;) = PW(dz;|21,...,2_1) und REv%i-10(dz) = RO (dz|z1,. .., 2i1).
Falls P < R, dann gilt

Dk (P|R) = Dir(P1|R1) + Z Dkr (P(Zl""’z"*l)\R(zl’”"z“l)> Pri1(dzy,. .., dziq).

i=2 /27!
(4P)
Aufgabe 2.8. Es seien Py und P, W-Mafle auf einem messbaren Raum (£2, A). Zeigen Sie
drv(Pg, Pl") < n-droy(Po, Pr).
Finden Sie weiter zwei Folgen P, ,, und P; , sowie eine Konstante C' > 0, so dass
n - drv(Pon, Piyn) < Cdrv(Py,, Prly),
zumindest fiir alle grofien n. (4P)

Aufgabe 2.9. Es sei (£2,.A) ein messbarer Raum, P = P(Q, A) # & ein Modell und 0 : P — R
ein Funktional. Schreibe wgr, = Wary,p,o. Unter welchen (mdoglichst allgemeinen) Annahmen an
(©,A), P und/oder 6 sind die folgenden beiden Aussagen #quivalent?

. w%"(g)%o,fﬁrsﬁ().

e 0:P — R ist konstant.
(*)
Hinweis: Ein Beweis unter der Annahme, dass P konvex ist, ist mir bekannt und (2P) wert. Lésst sich die
Konvexitét (moglicherweise unter zusétzlichen, “nicht-trivialen” Annahmen an (92, A) und 6 abschwéchen?

Aufgabe 2.10. Wie Aufgabe 2.9 nur fiir die Aquivalenz der Aussagen

w, €
o dH2( )
£

— 0, fiir e = 0.

e 0 :P — R ist konstant.
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Kapitel 3

Schitzung reeller Funktionale
unter a-SIDP

Wir kehren jetzt zu dem am Beginn von Kapitel 2 skizzierten Problem der Charakterisierung des
privaten Minimax-Risikos zuriick. Wir betrachten also wieder einen abstrakten Stichprobenraum
(X, F) mit einem statistischen Modell P = P(X, F). Die Originaldaten sind also x € X™ welche
unter einem Produktmafl P”, mit einem unbekannten P € P, erzeugt wurden. Wir beschrinken
uns wie bisher auf Privatisierungsmechanismen welche private Beobachtungen z € Z™ erzeugen,
wobei Z = Z,, = R™, fiir ein m € N. Ein Privatisierungsmechanismus oder Kanal ist also wie
bisher ein Markov-Kern @ : G&™ x X™ — [0, 1], wobei G,,, = B(Z,,) = B(R™) die Borel’sche o-
Algebra auf Z,,, = R™ bezeichnet. Das statistische Problem besteht nun darin den Wert 8(P) des
Funktionals 6 : P — R basierend auf den privatisierten Daten z € Z™ zu schéitzen. Wir konzen-
trieren uns dafiir auf die Klasse der sequentiell interaktiven a-differentiell privaten Mechanismen
(vgl. Definition 1.9 und Korollar 1.10) die Daten in Z’ generieren, also auf

Q. (m) = {Q L GE % X 5 [0,1] ’ Q ist a-SIDP}.
Das zugehorige a-private Minimax-Risiko ist also gegeben durch

Mpo(P,0) ;= inf  inf inf  sup Egpn [l (
meNQ€EQa(m) §,,:Zn —R PEP

i)

wobei [ : Ry — R, eine nicht-fallende Verlustfunktion ist. Bezeichne mit
wdTV(e) = wdTV,Pﬂ(E) = sup{|9(P0) — Q(Pl)‘ : dTV(P07P1) < g, PQ, P1 € 7)}

den drvy-Stetigkeitsmodul von 6 iiber P. Unser erstes Ziel in diesem Kapitel ist es, fiir festes
a € (0,00), und unter geeigneten Annahmen, ein Resultat der Form

Mpo(P,0) =< lowgy, ([n(ea _ 1)2}—1/2) ’

fiir n — oo, zu beweisen. Dies sollte mit der Aussage von Satz 2.2 verglichen werden. Tatséchlich
werden wir das Resultat von Satz 2.2 sogar als Nebenprodukt unserer Uberlegungen erhalten. Wir
beginnen zunéchst mit einer Reihe von Definitionen. Die Resultate in diesem Kapitel stamme alle
aus Rohde and Steinberger (2018).

Notation

Fiir einen beliebigen (nicht notwendigerweise a-privaten) Kanal @ : G&™ x X™ — [0, 1], setze

Mpm(@,P,0) = inf supEgpn [z(é,ﬁe(p)])].

0,:Zn —R PEP

23
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Beachte, dass wir fiir (X, F) = (2, Gm) = (R™, B(R™)) und falls Q(dz|z) := 0, (dz) Punktmasse
bei z € X'™ ist, die Gleichheit

My m(Q,P,0) = inf supEpn [l (

0,: X" =R PeP

)

erhalten, also das klassische, nicht-private Minimax-Risiko. Weiter definiere fiir s, € R, P<; :=
{PeP:0(P)<t}, Pss:={PeP:0(P)>s}, P":={P":PecP}und QP":={QP": P ¢
P}. Fir A € [0,00), sei

771(4”)(@, A) = ilelﬂlg T (conv (Q’Pgt) , conv (QP;HA)) .

Zur Erinnerung, pr(Py, P1) = infrests ¢ (Ep, (@] + Ep, [1 — ¢]) ist die Test-Affinitdt und misst die
Schwierigkeit des Testproblems Hy : Py gegen H; : Py im Sinne der Summe aus Fehler erster und

zweiter Art. Die Grofle 77;")(@, A) bezeichnet also in gewisser Weise die maximale Schwierigkeit
des Testproblems Hy : QP gegen Hy : QP wobei |0(Py) — 0(Py)| > A. Weiter definieren wir fiir

n € [0,1) die verallgemeinerte Inverse von A — 771(4")(@, A) durch

AY(Q,n) = sup{A > 0: V(Q,A) > n}.

Wird A, also der Mindestabstand zwischen 6(Fy) und 0(P;) grofier, so wird es natiirlicher héchs-

tens leichter Hy : QP von Hy : QP' zu unterscheiden. Die Grofle A%)(Q,n) bezeichnet also
die maximale Entfernung die 6(FPy) und 6(P;) haben diirfen, so dass das ungiinstigste der oben
erwihnten Testprobleme schwerer ist als 7. Fiir eine nicht-fallende Funktion f: Ry — Ry U {oco}
schreiben wir auch [(y~) := limgq, I(z), fur y € Ry U {oo}, und I(07) := [(0). Beachte, dass gilt:

¢ 7754”)(@70) =1
e {A>0: n;n)(Q,A) >n} # &, fiir n € [0,1), und somit A%)(Q,n) > 0.
e A — 77(A")(Q,A) ist monoton nicht-wachsend, da fiir Ag < A; gilt, conv (QP;HAO) )
conv (QPgt+Al).
3.1 Eine untere Schranke fiir das private Minimax-Risiko

Satz 3.1. Sein € (0,1), n,m € N, Q : G&" x X" — [0,1] ein Kanal und | : Ry — Ry eine
nicht-fallende Funktion. Falls QP™ dominiert ist, so gilt

VBN

Mo(@Q,P,0) > l([;A%)(Q,n)”

Beweis. Wir zeigen zuniichst, dass fiir A € [0,00) und einen beliebigen Schiitzer 6, : 27 — R,
gilt

. 1
sup QP" (\9n —9(P)| > A) > 50 (Q.20). (3.1.1)
Pep

Dafiir definieren wir die Ereignisse S := {z € 2" : |0,(z) — 0(P)| > A}, Sy :={z € 2 : 0,(2) >

t+A0(P) <t} und Sy:={z€ 2" :0,(2) <t+A,0(P) >t+2A}, welche S; C .S und S2 C S
erfiillen. Verwendet man diese Mengeninklusionen, die Tatsache, dass max(a,b) > (a + b)/2 ist
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und Korollar 2.7, so erhélt man fiir beliebiges ¢t € R, dass

sup QP" (S) > sup max{QP"(S1),QP"(S2)}
PeP PeP

> max{ sup QP"(én >t+A), sup QP"(én <t+A)
PE'PSt PE'PZH,QA

v

1 A R
5 s QR (0 = t+A)+ QP <t+A)]
2 PoeP<t

P1EP>ti2a

1
= _inf Eopr Eopnll —
25,80, o (Borpld]l+Eorpll -9

P1EP>t12n

1
— inf sup (]E ¢ +E 1— ¢ )
2 Tests ¢ QueQPL, QU[ ] Q1 [ ]

Q1EQPL, on

1
= §pT (conv (QPgt) , conv (Q’PEHQA)) .

Da t € R beliebig war konnen wir auch das Supremum {iber ¢ € R vor die untere Schranke
schreiben und erhalten somit (3.1.1). Wir betrachten nun als erstes den Fall A%)(Q,n) = 0.
Wegen der Monotonie von [ gilt

Mo (Q, P, 0) = inf sup Egpn [z (|én - a(P)\)} > 1(0) > z(o)g =1 (BA%)(QW)} ) q

6, PcP 2

Falls A%)(Qm) = 00, dann gilt nach Definition von A%)(Q,n) =sup{A > 0: ngn)(Q,A) > n},
dass 772")(@, A) > n, fiir alle A € Ry = [0,00). Somit folgt mit der Markov-Ungleichung, wegen
der Monotonie von [ und wegen (3.1.1), dass

Mum(Q,P,6) = inf sup QP™(1(|0, — 6(P)]) = U(A)I(A)
0, PeP

> inf sup QP"(|0, — 0(P)| > A)I(A)
6, PeP

(n)

fiir jedes A € Ry. Die gewiinschte Ungleichung folgt also fiir A 1 oo. Schliefllich betrachten
wir den Fall A(:)(Q,n) € (0,00). Wihle € € (O,A(;)(Q,n)), setze Ag = %[A%)(Q,n) —¢] €
0,A%(Q,n)/2) und D := {A > 0: [ (Q, A) > n}. Wegen Monotonie von A s n{”(Q, A), gilt
D D [0,sup D) = [O,AXL)(Q,U)), und somit, 2A¢ € D. Es folgt also, dass niln)(Q,QAo) > 1. Das
selbe Argument wie zuvor, mit der Markov-Ungleichung, Monotonie von [ und (3.1.1), ergibt also

)5 I (@280)
- 2

Lo\
M@, 7.0 H80) > 1 (G5 @n ) 7
Fiir € | 0 ist der Beweis also erbracht. O
Bemerkung. e In Satz 3.1 wurden keine Annahmen an den Kanal Q : G&" x X™ — [0,1]

gemacht. Er gilt also auch fiir den klassischen nicht-privaten Fall (X, F) = (Z,,,G,) und
Q(dz|z) = 6,(dz).
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e Die Grofle Aff) (Q,n) in der unteren Schranke in Satz 3.1 ist leider in den meisten Schétzpro-
blemen immer noch nicht besonders einfach zu berechnen, auch wenn sie die Konvergenzrate
des Minimax-Risikos tatséchlich allgemein charakterisiert. Darum konzentrieren wir uns hier
auf eine alternative, kleinere Schranke, die die Minimax-Rate zwar nicht mehr in voller All-
gemeinheit charakterisiert (da sie manchmal zu klein ist), aber eine solche Charakterisierung
immer noch in vielen interessanten Féllen erlaubt.

Analog zu Af:) (Q,n) definieren wir nun

A(@Q,m) = sup{A > 0: pi™(Q, A) >},

wobei
1y (Q.n) = SUp pr (QPZ, QPL i) -

Klarerweise gilt nén)(Q, A) < 171(4n)(Q,A)7 und somit auch Aén)(Q,n) < AXL)(QW). Wir konnen

also A%)(Q,n) in Satz 3.1 sofort durch Agn)(Q,n) ersetzen und erhalten eine kleinere untere
Schranke an das Minimax-Risiko. Um diese Grofler wiederum nach unten abzuschétzen kommt
jetzt der Stetigkeitsmodul des Funktionals 6 iiber dem Modell P ins Spiel (siche Definition 2.1).

Lemma 3.2. Sein € (0,1), n,meN, Q: G€" x X" — [0,1] ein Kanal und d: P x P — R, eine
Metrik. Dann gilt

Wd,p,o (!M,P(Qaﬂ)i) < Aén)(Qﬂ])a
wobet gd,P(Q?”) = lnf{d(P()vPl) : pT(QPOnv Qpln) S 777P0’ Pl S 7)}

Beweis. Der Einfachheit halber schreiben wir w = wqp s und g = gqp. Fiir 6 > 0, setze C :=
{10(Po) — 0(P1)| = d(Po, 1) < g(Q,n) — 0,P, 1 € P}. Es gilt also supC = w(g(Q,n) — 9).
Schreiben wir D := {A > 0 : nén)(Q,A) > n}, so gilt supD = Aén)(Q,n) und es bleibt die
Inklusion C' C D zu zeigen und § | 0 zu betrachten. Falls C' = &, so ist die gewiinschte Ungleichung
trivial. Wir wihlen also A € C beliebig. Nach Definition von C gibt es also Py, P; € P, so dass
A = |0(Py) — 0(P1)| und d(Po, P1) < g(Q,n) — 4. Es gilt also pr(QFPF, QP*) > n, da andernfalls,
nach Definition von g, der Widerspruch d(Py, P1) > ¢(Q,n) > g(Q,n) — 6 > d(Py, Py) folgt.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei nun ¢y := 6(FPy) < 6(P;). Somit gilt Py € P<y, und
Py € P>ty+a, was zur Folge hat, dass

0y (@) 2 pr(QPLy, QP2 ia) = pr(QFF, QP > 1.
Damit ist aber A € D, und, da A € C beliebig war, auch C' C D. O

Satz 3.3. Sein € (0,1), n,m € N, a € (0,00), gap wie in Lemma 3.2 und Q : GE" x X™ — [0, 1]
ein Kanal. Dann gilt mit no :=n(2 —n), dass

1o/ log 10
9an P (@) = | ” y
Falls Q auch a-S1 ist, so gilt ausserdem
1—n
) > :
Jary,P(Q,1) = n(ec — 1)

Beweis. Beachte zunéchst, dass fiir Py, P, € P gilt

Satz 2.4.(2)2 Satz i.4.(4) 9

d%(Py, Py) (1= pu (P, Pr)) (1—PH(P(?>P1TL)’%)

Satz 2.8 1
2(1- pu(QP.QP)Y)
Satz 2.4.(6) 1
> 2 (1= [pr(QPY,QP!) (2 — pr(QPE, QP! ) .
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Ist also pr(QPl, QPy) <, so folgt wegen Monotonie von z — z(2 — z) auf [0, 1], dass

(P, ) = (2 (1~ iz - ) ),

und somit auch

gdH,P(Qvn) = lnf{dH(RhPl) : pT(QP(;laQP{L) é na-P(h-Pl S P} 2 \) 2 (]- - 7757)

Der erste Teil des Satzes folgt dann aus der folgenden Behauptung. Fiir x,y € (0, 1) gilt
1—y" > yllogyle.

Dies sieht man aber leicht, da die Ableitung von f(z) :=1—y* = 1 — exp(zlogy) in dem inter-
essierenden Wertebereich gegeben ist durch f/(z) = —y”logy > y|logy|. Mit dem Mittelwertsatz
der Differentialrechnung folgt also

f(x) = f(0)

- = f'(¢) > y|logyl,

fiir ein ¢ € [0, 2] und somit die Behauptung, da f(0) = 0.

Fiir den zweiten Teil erinnern wir uns an das Korollar 2.10, beziehungsweise an die Unglei-
chung (2.3.5). Es gilt also

drv(QFy, QP") < V2n(e” — 1)drv(FPy, P1),
fiir Py, P, € P. Mit Satz 2.4.(5) folgt

dTv<P0 Pl) > dTV(QP&L’QP{L> — 1— pT(QP617QP{L)

V2n(e* — 1) 2n(e® —1)2

und somit

1—n

ngV,P(Q,n) = inf{dTV(PmPl) : PT(QPS'}QP{L) <n, Py, P c P} > m~

Setzen wir alles zusammen, so erhalten wir das folgende Resultat.

Korollar 3.4. Sein € (0,1), no :==n(2—1n),n € N, a € (0,00) und I : Ry — Ry nicht-fallend.
Dann gilt

N3

1 10| log o] | 1—n B
M, o(P,0) > 1 —|w —_ V Wiy _—
«(P,9) 2 | l n drv 2n(e® —1)2

wobet Wiy, = Wdpy,P,0 UNAd Wi, = Wdy P.6-

Bemerkung 3.5.

a) Die untere Schranke sollte mit Satz 2.2 verglichen werden.

b) Der Wert von 7 in Korollar 3.4 ist fiir die Konvergenzrate in n nicht von Bedeutung sondern
beeinflusst lediglich die Grofle der Konstanten in der unteren Schranke. Prinzipiell ldsst sich
die untere Schranke in 7 € (0, 1) maximieren. Der optimale Wert héingt dann jedoch von den
Stetigkeitsmodulen wg.,.,, und wg, ab. Im Folgenden geniigt es uns fiir  einfach einen beliebigen
festen Wert, wie zum Beispiel n = 1/2, einzusetzen.
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c) Wegen Satz 2.4.(4) gilt way, (6) < wapy, (). Oft gilt wyp, (8) < €™ und wgy,(e) < €™ (siehe
unten). In diesem Fall ist die untere Schranke in Korollar 3.4 bei festem « € (0,00) also von

der Ordnung l <WdTV (n71/2>) |

d) Korollar 3.4 ist fiir beliebiges n € N und a € (0,00) formuliert. Wir koénnen es also auch
fiir eine Folge o = v, anwenden. Insbesondere sehen wir dann, dass fiir a,, < n~2 das a,-
privatisierte Minimax-Risiko M,, o, (P,0) fiir n — oo (ausser in trivialen Féllen) nicht mehr
gegen 0 konvergiert. Andererseits sehen wir auch, dass fiir eine Folge «,, — oo die hinreichend
schnell iiber alle Grenzen wéchst, sich die untere Schranke auf die Schranke im nicht-privaten
Fall reduziert (vgl. Satz 2.2), der wgy,-Term also wegen dem Maximum fiir grofie n keinen
FEinfluss mehr hat. Dies war zu erwarten, da fiir grofles « ‘beinahe’ keine Privatisierung vorliegt.

fiir n — oo.

3.1.1 Beispiele

Beispiel 3.6 (Integralfunktionale). Es sei X C RY, F = B(X), f : X — R messbar, C € (0,0)
und k € (1,00). Als unser Modell betrachten wir die Menge

Pu(C) == AP Ep[|f[*] < C}.

Fiir P € P.(C), definiere §(P) := Ep[f]. Um uns das Leben zu erleichtern und Trivialitéiten zu
vermeiden, nehmen wir an, dass es xg,z1 € X gibt, so dass f(zg) # f(z1), |f(z0)|® < C und
f(z1)]® < C. Mit dieser Konstruktion lassen sich also zum Beispiel insbesondere die folgenden
Schétzprobleme Abbilden:

d=1, f(z)=2a™, Momentenschitzung
d=2, fz,y) = xy, Kovarianzschitzung
deN, f(z) =14(2), Schéitzung der Wskt. von Ereignis A € B(X).

Wir unterscheiden nun zwei Fille in denen sich der Stetigkeitsmodul, und somit das Minimax-
Risiko, qualitativ unterschiedlich verhalt.

Behauptung.
A) Falls || f||oo :=supgex | f(2)| < 00, so gilt, 3Ag > 0 : wa,, () > Age, Ve € (0,1).

—

=, Ve € (0,1).

B) Falls Im(|f]) := | f(X)] 2 (0,00), s0 gilt, wq,, () > (%)% €

Beweis. Im Fall A, seien xg,z1 € X, so dass f(xo) # f(z1), |f(z0)]" < C und f(z1)|" < C. Fiir
e € (0,1), definiere Py := d,, und P := (1 — &)y, + €0,,, Wobei &, das Dirac-Mal bei x € X
bezeichnet. Somit gilt Ep [[f|"] = [f(z0)|" < C und Ep [[f]"] = (1 — &)[f(20)|" + e[ f(z1)|" < C,
also Py, P; € P.(C). Weiter berechnen wir

drv(Po, P1) = sup [64,(A) — (1 — &)y, (A) — €04, (A)]
AEB(X)

=€ sup |0z(A) — 0z, (A)] =,
AeB(X)

und |0(Py) —0(Py)| = |f(wo) — (1 —¢€) f(z0) —ef(x1)| = €| f(z0) — f(x1)]| =: €Ap > 0. Es folgt also,

dass wgp, (€) = sup{|0(Py) — 0(P1)| : drv (P, P1) <&, Py, P € P} > Age.
Im Fall B, wihle € € (0,1), 6 € (0, (C/Z)%] beliebig. Laut Voraussetzung gibt es g,z € X,

so dass |f(zo)] = 0 und |f(z1)| = (2%)% Wir withlen jetzt Py und P; wie im Fall A. Es ergibt
sich also, dass Ep [| f|*] = 0" < C/2 < C und Ep [|f[*] = (1 — £)6" + E% <C/2+4+C/2=C, und
somit Py, P, € Px(C). Wie zuvor gilt drvy(Py, P1) = ¢ und |0(Py) — 0(Py)| = |f(zo) — f(x1)| —

k=1 k—1

e(£)" = (C/2)%e"= | fiir § — 0. Es folgt die untere Schranke wq. (¢) > (C/2)xe % . O
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Zuletzt betrachten wir noch den konkreten Fall X = R, f(z) = z, also Schitzung des Er-
wartungswertes, unter quadratischer Verlustfunktion [(t) = t? und x > 2. Natiirlich gilt hier fiir

On(1,... 2n) == 13" x; und P € P,(C), dass

Ep[f?] _C .

n n

Ep[(6 — 6(P))?) = - Varp[f] <

Die gewthnliche, nicht-private, Minimax-Schétzrate ist also zumindest von der Ordnung [ (nil/ %) =
1/n. Im a-DPSI Fall gilt aber wegen Korollar 3.4 und der obigen Behauptung, dass

Vv
)

n, (1 1-n B
My o (Pe(C), 0 | zwapy _—
a(Px(C),0) 5wd [ 2n(ea1)2]

v

I
Qe
N
3
~—~
Q
Q
‘ _
—
S~—
(v}
~_
x

Im privaten Fall kann also kein Schitzer eine bessere Rate als

erreichen, und diese ist deutlich langsamer als 1/n, da % < 1.

Beispiel 3.7 (Gleichverteilung). Es sei M € (1,00), X = [0, M], F = B(&X), I(t) = t2, X das
Lebesgue maf auf R,

dPy 1
P = {Pﬂ TN T 5]1[0,19],19 € (O7M}}7

die Menge aller stetigen Gleichverteilungen auf [0,9], und 6(Py) := 9 = Ep,[f], wobei f(x) = 2z.
Dieses Schitzproblem wird gerne als ein Beispiel fiir ein ‘irreguléres Problem’ herangezogen, in dem
der Maximum-Likelihood-Schétzer nicht asymptotisch normalverteilt ist. Im direkten Problem
ist wohl bekannt, dass 0, (21,...,2,) = max(z1,...,2,) die Minimax-Rate von I(n~) = 1/n?
erreicht, also

N 1
sup Epn[(6, — 6(P))? :O<).
o Bl 0P =0 (5
Allerdings gilt fiir € € (0,1),

dX

1 1
drv(Pr, Pic) = B /]R ‘]1[0,1] - 17_81[0,1—5]
1

€
= §Al_€ﬂ[o,1—5]+1(1—5,1] A
=¢/24+¢/2=c¢,

und |[0(P1) —0(Pi—c)| = |1 — (1 — ¢)| = €. Somit folgt, dass wg,, () > €, und

Im privaten Fall lisst sich also keine bessere Rate als I(n~/?) = 1/n erreichen!
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Beispiel 3.8 (Schitzung der Dichte und ihrer Ableitungen). Sei ¥ = R, F = B(R), 2o € R, 8 > 0,
C >0, b:=|3] der ganzzahlige Anteil von 8, m € Ny, m < 8 und H(8, C) die Holder-Klasse aller
Lebesgue-Dichten p : R — [0, 00), so dass p b-mal differentierbar ist und

PP (@) —pP(y)| < Clz—y|*" Vr,yeR.

Fiir p € H(B,C), betrachte 0(p) := p(™)(zo).

Behauptung. Es gibt Ay > 0 und 59 > 0, so dass

wdTV(&:) > A()&%;T Ve € [0,50).

Zum Vergleich: Es gilt wg, () < 5%, fire — 0.
Bemerkung.
e Hohe Ableitungen sind ‘schwerer’ zu schétzen.
e Sehr glatte Dichten sind ‘leichter’ zu schditzen.

e Bei sehr glatten Dichten wirkt sich die Privatisierung weniger dramatisch aus (8 — 00).

Beweis. Um die Behauptung zu beweisen beginnen wir mit der Funktion

o) = {exp (-km) . we-1/21/2),

0, sonst.

Es ist wohl bekannt, dass g : R — [0, e~!] unendlich oft differentierbar ist, mit beschréinkten Ab-
leitungen ||| o < 00, und so, dass alle Ableitungen den selben Tréiger supp(k(®) = (—1/2,1/2)
haben. Als n#chstes zeigen wir, dass kg Holder-stetig ist mit Exponenten 8 — b und Konstante
Hfiéb“) |loo- Dafiir verwenden wir zuniichst den Mittelwertsatz der Differentialrechnung um fiir alle
x,y € R und fiir einen Zwischenwert ¢ € [z Ay, x V y],

b b
ry (@) — g ()

_ 1 (b+1)
r—y - |K’O (C)|7

zu erhalten. Da 0 < 8 — b < 1, folgt fiir z,y € [-1/2,1/2], dass

b b b+1 b+1 _
K (@) — 58 ()] < 168 oolz — y| < 165 (ool — 9170

Falls z,y € R\ [~1/2,1/2], so ist die obige Ungleichung trivial. Fir z € [-1/2,1/2], y € R\
[-1/2,1/2] und T(y) := min(max(—1/2,y),1/2), gilt

b b b b b+1 — b+1 _
kP (2) — 5 ()] = 169 (2) = k(T )] < N6E ool = TP < &S ool — y]P.

Die gewiinschte Holder-Stetigkeit von k ist also gezeigt. Als néchstes definieren wir ag := (2||n(()b+1) lloo) ™t

und k(u) := agko(u). Wir sehen also sofort, dass
1
KO @) kO] < 5la—ylP Yo,y R

Eine #hnliche Uberlegung fithrt zur folgenden Behauptung.

Behauptung. Es gibt a1,a2,01,02 > 0, so dass fir po(z) = a1ko (r;i:o) gilt, po € H(B,C/2)
und po(x) > 02, fiir alle z € (xg — 91,20 + d1).
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Damit po eine Dichte ist, muss gelten, dass 1 = [, po(z)dz = ajas|koll1. Somit muss die

Beziehung a; = gelten. Weiter gilt

_ 1
azllrollx

B—=b (b+1)
b b T — o Yy —To ||
Iy’ () = P -

[ B—b
o gﬂ |z —yl” .

|0l

ai b+1
w)l < S5l e

2

1

BF1

Wir wahlen also ag = (CIIQL)’TJ;I) . Die Existenz von geeigneten d; und ds ist offensichtlich.
Ko 0o

Als niichstes definieren wir fiir # € R und h > 0 die Funktion p;(z) := po(z) + $hPg (£522),
wobei ¢g(y) := k(y + 1) — k(y). Aufgrund des bisher Gezeigten erhalten wir

C. 4 T —x -
)~ W) < 6 @)~ 5 )] + S g (h) - (152)

C _ C 4 Y — To
TN SUSNRCrY =Y (> ) 1
_2|m Yl +2h h 041 K 3 +

C T —x —
Cop-b| ) (TZTo) (Y~ To
g (S5 ) R0 (157

‘ﬁb

=Clz —y[?.

C C T —y
< Do ylfb gy Zppeb
< Sle=ylP+ 5 W

Nach Konstruktion gilt fR p1(z) dx = 1. AuBlerdem sieht man leicht, dass g ("” IO) < 0, genau dann
wenn x € (zg — h/2, 29 + h/2) Falls h < 24, hﬁ < 52(C’||/£Hoo)* und z € (xg — h/2,20 + h/2),
folgt also po(x) > 02 und %hﬁg (2520) > — 2”,{”00 |I€( o +1)— (w;hzo)‘ > —d2, und somit
auch py(z) > 0. Andererseits gilt fiir « € (xo — h/2,20 + h/2) immer, dass p;(z) > 0. Wir haben

also gezeigt, dass fiir alle
h < min | 26 ( % )é h
S Imin 1, | =7 — =: no,
Clllloo

po.p1 € H(B, C) gilt. Wir berechnen nun leicht |0(po)—0(p1)| = $h#~™(g™ (0)| und drv (P, P1) =
%fR |po(z) —p1(z)| dz = %hﬂ Jzlg (%) |dz = %h5+1||/1||1. Setzen wir also &g = hg“% und

_1
wihlen € € (0,&o] und h = (ﬁ) " so folgt h < hg und drv(Py, P1) = . Somit folgt fiir den
Totalvariationsmodul

C 2e At
Wary () > =|g™ (0 () , Ve e (0,&].
()2 Sl O g (0,50]

3.2 Eine obere Schranke fiir das private Minimax-Risiko
In diesem Kapitel werden wir nun obere Schranken an das a-private Minimax-Risiko

M, o= inf  inf inf  sup Egpn [ (\én - 9(P)|>}
meNQ€EQaq(m) §,,:Zm R PeP

herleiten, welche von der selben Ordnung in n sind, wie die unteren Schranken im vorherigen
Kapitel. Es gibt Fille in denen die unteren Schranken aus Kapitel 3. 1 zZu konservativ sind. Zum
Beispiel muss man fiir die Schiitzung des quadratischen Funktionals 6(p f p*(x) dx eine andere
Technik anwenden um die Konvergenzrate des privaten Minimax- RlSlkos zZu Charakterlsleren. Um
obere Schranken herzuleiten die unsere unteren Schranken bis auf Konstanten erreichen, miissen
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wir also bestimmte Annahmen an das Modell P und das Funktional 6 : P — R treffen. Im Folgen-
den werden wir zwei verschiedene Mengen von Annahmen betrachten. Grundsétzlich benétigen wir
eine milde Regularitédtsbedingung an die Verlustfunktion [ : Ry — R,. In Kapitel 3.2.1 nehmen
wir an, dass P konvex und dominiert ist sowie, dass 6 linear und beschriankt ist. Wir werden sehen,
dass unter diesen Annahmen eine Holder-Bedingung an den Hellinger-, oder den Totalvariations-
modul wgy, bzw. wqr, von O tiber P, wie in Satz 2.2, eigentlich nicht notwendig ist. Unter diesen
Annahmen konnen wir die Existenz von a-NIDP Kanilen Q) auf (R, B(R)) und von Schiitzern
9;‘1 : R — R beweisen, so dass

s S 18- 001)] = 1o (AZET)).

Allerdings sind diese Existenzresultate nicht-konstruktiv. In Kapitel 3.2.3 werden wir daher unter
einer alternativen Annahme zeigen, wie man aus einem Schétzer der Form

1 n
ﬁ;%(){i%

im Schétzproblem mit direkten Beobachtungen X, ..., X, einen minimax-optimalen a-NIDP Ka-
nal und einen geeigneten Schiitzer fiir das private Problem konstruiert. Beachte, dass Q,(m) bis-
her die Menge aller sequentiell-interaktiven und a-DP Kanile auf (R™, B(R™)) bezeichnete und
wir untere Schranken fiir alle solche Kanile hergeleitet hatten. Wir werden also insbesondere
zeigen, dass unter unseren Annahmen die nicht-interaktiven Kanéle in der Menge der sequentiell-
interaktiven bereits optimal sind.

Definition 3.9. Im Folgenden nennen wir eine Funktion | : Ry — Ry reguldre Verlustfunkti-
on, falls | nichi-fallend ist, 1(0) = 0 und es eine Konstante a € (1,00) gibt, so dass

z(js) < al(t), VteR,.

3.2.1 Nicht-konstruktive Schranken

Fiir einen NI Kanal @ : G®" x X™ — [0, 1] mit identischen Marginalen 1 und € € [0, o), schreiben
wir

wéffl)(é) = sup{|0(Fy) — 0(P1)| : du(Q1 Py, Q1P1) < e, Py, Py € P}.

Satz 3.10. Es sei P konvex, 8 : P — R linear und beschrinkt und | : Ry — R eine requldre
Verlustfunktion. Dann gilt fiir jedes n € N, jeden messbaren Raum (Z,G) und jeden NI Kanal
Q : GO x X" — [0,1] mit identischen Marginalen Q1, fir den Q1P dominiert ist, dass

M, (Q,P,0) == inf supEgpn {l (\én — 9(P)|)} < Cp-l (w((ii?l)(n—l/z)) 7

6n:2Z" >R PEP

wobei Cy = (1 + 16a)ar21<1>2g3(;2], C = /2log(2a) + 2 und a > 1 die Regularititskonstante der
Verlustfunktion 1 ist.

Wir verschieben den Beweis auf spéiter und diskutieren zunichst das Resultat sowie seine
wichtigsten Konsequenzen.

Bemerkung 3.11.

a) Falls X eine Teilmenge eines endlich dimensionalen Euklidischen Raumes R™ ist, und wir
Z =R", G = BR") und Q1(Alx) = 14(x), fiir A € G und = € X wihlen, so folgt aus
Satz 3.10 gemeinsam mit unserer unteren Schranke aus Korollar 3.4, eine stérkere Version von
Satz 2.2, die keine Holder-Bedingung mehr benétigt.
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b) Das Resultat von Satz 3.10 ist nicht konstruktiv in dem Sinne, dass es uns keinen konkreten
Schétzer ) : Z" — R liefert, so dass

sup Eqp» [z (|é;; - Q(P)N < Oyl (wg§1>(n—1/2>) .

¢) Um unsere Charakterisierung von M, , abzuschlieflen, miissen wir noch eine Folge Q™ von
NI Kanélen mit identischen Marginalen an) finden, so dass

. 1
wga (n7?) < co - wany <61 n(ea_l)z>

Definition 3.12. Sei o € (0,00) und ¢ : X — R messbar und beschrinkt. Der Kanal Q(®¥) :
B(R)®" x X™ — [0, 1] mit identischen bindren Marginalen

Q) ({20} x) = (1 " “’(”“”) |

20

T EX, 20 = ||¢|lco SEL, heift a-BM. Der a-BM Kanal ist a-DP (vgl. Aufgabe 3.3).

ex—1~
Satz 3.13. Sei P konver und dominiert (durch p) und 0 : P — R linear. Fir a € (0,00) und
@ € Loo(p) sei an’@) die Marginale des a-BM Kanals von Definition 3.12. Dann gilt fiir jedes

€ € [0,00),
(@) ( e +1 +>
Wiy (5) < Wdgpy |:€ :| .

eillpllec <1 e —1
Hierbei ist wq,, (e7) := limy | wq,, ().

Beweis. Fir Py, P, € P, v = Py + P; und zugehorige v-Dichten pg und p; gilt

dTV( §°"*")R),Q§a’“p)P1) = sup

A€B(R)
~ max { }

p(z)
~ 5 [Enfiel ~ B[l (3:2.)

/X QL) (Al2)[pol) — pi (2)] (dx)

)

B 22’0

| 520 = (@] vtdo)

/ 2@ (@) — pa(a)] v(de)

Fiir ¢ € Loo(pt) mit ||¢|lec < 1 und n € [0, 00), definiere
(Pw(ﬁ) = Sup{g(PO) - 9<P1) : |EP0[§0] - I['3131 [‘p]l <n, Py, P € P} > 0.
Somit gilt wegen Satz 2.4.(4) und (3.2.1), dass

Q(a,w)
w§H ! >(g) = sup{0(Py) — O(P1) : du(Q\“¥' Py, Q\*?) Py) < ¢, Py, P € P}

< B, (2202) < By, (256 i 1) . (3.2.2)
ea —
Anstatt diese obere Schranke in ¢ zu minimieren, kénnen wir auch

U, (8) :==inf A,(0) :=inf{n > 0: O, (n) > 6},
in ¢ maximieren. Es gilt ndmlich fiir 4,7 € [0, o),

Behauptung. o) ¥,(0) >n = P,(n) <0.
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b) SUP . |0 <1 U, (6) >n = infg <1 Pu(n) < 6.
c) ¥y, (0) > inf{|Ep,[¢] —Ep, [¢]| : 6(Py) — 0(P1) > 6, Py, P € P} =:inf B,(0).

Die Aussage in a) folgt sofort aus den entsprechenden Definitionen, und die Aussage in b), da
man das Supremum beliebig genau durch ein geeignetes ¢ mit [|¢|lcc < 1 approximieren kann.
Falls A,(d) = @, so ist die Aussage c) trivial, da inf @ = co. Andernfalls sei € A, (d). Dann gilt
also ®,(n) > J. Nach Definition von &, gibt es also Py, P1 € P, so dass §(Fy) — 0(P1) > § und
v = |Ep,[¢] — Ep, [¢]| < n. Nach Definition von B, (d) ist dann aber v € B, (). Wir haben also
gezeigt, dass es fiir jedes n € A, (d) ein v € B, (6) gibt, mit v < 5. Somit folgt also inf A, (5) >
inf B, (9).

Wir verwenden nun die Aussage ¢) und die Darstellung Ep, [¢] —Ep, [¢] = [, ¢ d(Py— P1), um
zu schlieflen, dass

sup  W,(0) > sup inf B,(6) > sup inf/<pda7
eillelleo <1 Pilpllee<1 peTo€Ss J x

wobel T = {¢ € Loo(1) : [|¢]loc < 1} und S5 = {Py — Py : 0(Fy) — 6(P1) > 0, Py, P, € P}. Wegen
Linearitdt von 6 : P — R und Konvexitit und Dominiertheit von P sieht man sofort, dass Sg,
fiir jedes § € [0,00), eine konvexe, dominierte Menge von endlichen signierten Maflen ist. Wir
konnen also Satz 2.6 anwenden. Wihle nun &, & € (0,00) beliebige, n := 5§:ﬂ € [0,00) und
§ = wapy (N+&1) + & € [0,00]. Falls § = oo fiir alle & > 0, so ist die Aussage des zu beweisenden
Satzes 3.13 trivial. Andernfalls gilt § € [0, 00), fiir alle &,& > 0 welche hinreichend klein sind.

Fiir alle solchen hinreichend kleinen &1, &5 > 0 erhalten wir also wegen Aufgabe 3.4, dass

sup U, () > inf Sup/ pdo =2 inf ||o||rv
QOZHW‘IOOSl o€S;s peTJx oESs

= Qinf{dTv(Po,Pl) : Q(Po) — Q(Pl) > (5, Py, P € P}
> Qinf{dTv(Po,Pl) : Q(Po) — Q(Pl) > wdTV(’I] +€1),P0,P1 € P}
>2(n+&) > 2n.

Mit (3.2.2) und der Behauptung b) folgt also

. Q) _ o1
f ( < f ®,(2n) < §= e+l

oyl G @) s I @p(2n) S 0= wan (5T O )+ G,

fiir alle kleinen &1,&; > 0. -

Korollar 3.14. Es sei P konvex und dominiert, 8 : P — R linear und beschrinkt undl : Ry — R4
eine regulire Verlustfunktion. Dann gilt fiir jedes n € N und « € (0,00), dass

My o(P.0) = inf inf inf Eopn |1 (16, — 0(P
a(P0)i= it inf it sup Bopn [1(10n - 0(P)])]

2(ex 4+ 1)2
< . . —
<Co-l <wd1v < n(e> — 1)2)) )
wobei Cy = Cy(a) die Konstante aus Satz 3.10 ist.

Beweis. Sein € Nund « € (0,00). Wegen Satz 3.13 und der strikten Monotonie von & — wq.,, (¢)
(vgl. Aufgabe 3.5) gibt es einen a-DPNI Kanal Q®" mit identischen Marginalen Q" : B(R)x X —

[0,1], so dass
QY™ —1/2 2(e> +1)2
Wy (n ) < Wy n(ea — 1)2 :

Da Q" a-DP ist, so ist auch Q7""P dominiert (vgl. Aufgabe 2.4). Das Resultat folgt jetzt aus
Satz 3.10. O
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Bemerkung 3.15. Gemeinsam mit Korollar 3.4 haben wir also gezeigt, dass unter den Annahmen
von Korollar 3.14 gilt

(s (o)) = 2en = ot (35555 )

Leider haben uns die Beweise der oberen Schranken aber keinen Kanal Q : GE™ x X™ — [0,1] und
keinen Schdtzer 0, : Z), — R geliefert, so dass die obere Schranke auch fiir

;1;1733 Eqpr [l <|én - G(P”H

anstatt von My, (P, ) gilt.

3.2.2 Beweis von Satz 3.10
Wir erinnern uns an

771(4")(62, A) = iuﬂ}g T (conv (Q’Pgt) ,conv (QP;HA)) )
€
Lemma 3.16. Sei (Z,G) ein messbarer Raum, A € (0,00) und M := suppcp |0(P)| < co. Weiter
sei Q1 GO x X™ — [0,1] ein NI Kanal mit identischen Marginalen Q1 und N := N(A, M) =
min{n € Z : nA > 2M}. Firl € Ny, setze n, := (I + 1)A. Falls Q1P dominiert ist, so gibt es
einen Schitzer 05 : Z* — R, so dass fir alle | € Ny gilt

N
sup QP" (z € Z": |02(2) — 0(P)| > m) <4 Z {n&")(Q,kA) v 0} .
PeP k=l+1

Beweis. Durch Schitzung von 6(P) + M statt 6(P) konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass 0 <
O(P) < 2M gilt. Falls N(A, M) < 2, so folgt wegen Definition von N = N(A, M), dass A > M.
Wiihlen wir also 62 = M, so sehen wir, dass |02 — 0(P)| = |Mp(P)| < M < A = ng < n, fiir alle
z € Z" und all | € Ny. Die gewiinschte Ungleichung ist also trivialer weise erfiillt. Es sei also ab
jetzt N> 3. Firke {1,...,.N—1}und j € {1,...,k},seily; = (j—1)A, up; = lg; +(N—k+1)A,
agj = lj+Aund by = ug; — A, so dass dy, := bj —ar; = (N —k—1)A. Dies definiert eine Familie
von Subintervallen von [0, NA) D [0,2M] wie in Abbildung 3.1. Weiter sei &; : 2™ — [0,1] ein
Minimax-Test fiir Hy : [Q1P<a,,]” gegen Hy @ [Q1P>p,,]" (zur Existenz vgl. Aufgabe 2.1). Falls
Hy = @ und Hy # @, wihle {; = 1, falls Hy # @ und Hy = @, so wihle §; = 0, falls
Hy = @ = Hy, wihle {f; = 1 und falls Hy # @ und Hy # @, so wahle §; = 112,11 (&rj)- Im
letzten Fall Hy # @ # H; und wegen der Markov-Ungleichung, gilt also fiir R € Q1 P,

Er[§k;] = R(&k; > 1/2) < 2ER[&k;], und
Er[l — &l = R(&ky < 1/2) = R(1 — & > 1/2) < 2ER[1 — &)
In jedem Fall gilt also wegen Korollar 2.7

sup B, [§] +Er 1 &) <2 sup Egy (8] + Er, [1 — &kl
Ro€[Q1P<ay,1" Ro€[Q1P<ay, 1"
Rle[leZbk]‘]" Rle[leZbk_j]"

= 2 inf sup  Eg,[¢] + Eg,[1 — ¢]
Tests ¢ RerPgakj
R1€Q'Pgbkj

= 2pr (conv (ngak_,) , conv (Q’Pgbw)>
m(Q, br; — ax;) = 203 (Q, di). (3.2.3)

IN
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Um den Wert von 0(P) moglichst genau einzugrenzen, verfahren wir jetzt mit Hilfe der nicht-
randomisierten Tests &, in einer binéren Suche, in dem wir zunéchst {;(z) berechnen. Falls
&§1(2) = 0, so verwerfen wir das Intervall [b11,u11) und setzen unsere Suche im Interval [lo1, ug1) =
[l11,b11) fort. Falls aber &7, (2) = 1, so verwerfen wir das Intervall [l11, @11) und setzen unsere Suche
im Interval [lo2, ug2) = [a11,u;1) fort. Nun berechnen wir, je nachdem ob wir uns fiir [l21, u21) oder
[l22, ug22) entschieden haben, den Test &3 (2) oder &,(z) und verfahren analog um wieder ein um
A verkiirztes Teilintervall zu erhalten. Nachdem N — 2 solche Testverfahren durchgefiihrt wurden,
endet die Prozedur und wir wéhlen fiir éﬁ‘ (2) den Mittelpunkt des zuletzt erhaltenen Teilintervalls
der Linge 2A (vgl. Abbildung 3.1 und Abbildung 3.2).

1
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: I :
: I
: I
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Abbildung 3.1: Ein Beispiel fiir die Konstruktion der Intervalle im bindren Suchalgorithmus.

Formal kénnen wir dieses Verfahren wie folgt beschreiben. Fiir z € 2™, sei j1(2) = 1 und
fir k € {2,...,N — 1}, sei ji(2) = ju-1(2) + &y j, ,(»)(2)- SchlieBlich setzen wir 02(2) =
%(ZN—LjN—l(Z) + UN—laijl(Z)) = jN—l(Z) AR

Um den Wert von 04(2) zu bestimmen, miissen also zuniichst die Tests &5, (2), & in(2)(2);
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€N 2 in 2 (2) (2) berechnet werden. Dabei sagen wir, dass der Test S (z) einen Fehler erster
Art begeht, falls fz’jk(z)(z) =1, und 6(P) € [ly j,(2), @k,ju(»)), Wohingegen ein Fehler zweiter Art
begangen wird, falls f,’;jk(z)(z) = 0, und O(P) € [bgj,(2)s Uk ju(z)). Wir sprechen also nur von
einem Fehler eines Tests, wenn dessen Entscheidung dazu gefiihrt hat, dass wir ein Teilintervall
von [0, NA) entfernt haben, welches den wahren Parameter 8( P) enthielt. Beachte, dass somit per
Definition und nach Konstruktion des Tests & ;, (z)(2), im Fall P<ayj, -y NP>y, .y = D sicher
kein Fehler begangen wird. Fiir P € P definieren wir die zugehorigen Ereignisse

Fi(k,P):=={2€ 2" : & ;, (»)(2) = 1,0(P) € [l jy()» W ju(2))}
Fy(k, P) :={2 € 2" : § j,(»(2) = 0,0(P) € [by j, (2)> Uk ji(2)) }-

Ist also fiir ein z € 2, der absolute Schiitzfehler |02 (z) — 6(P)| groBer als 7o = A, so muss
irgendeiner der durchgefiihrten Tests einen Fehler begangen haben. Es gibt also ein k € {1,..., N —
2}, so dass z € Fy(k,P) U Fy(k, P). Ist |62(z) — 0(P)| > m = 2A, so muss irgendeiner der
durchgefiihrten Tests einen Fehler begangen haben, aber der Fehler kann nicht von 51*\,_27 ina(2) (2)
begangen worden sein. Es gibt also ein k € {1,...,N — 3}, so dass z € Fy(k, P) U Fy(k, P).
Im Allgemeinen gilt also, ist |§2(z) — O(P)| > m fiir ein [ € {0, N — 3}, so gibt es ein k €
{1,...,N —2—1}, so dass z € Fy(k, P) U F5(k, P). Somit erhalten wir, dass

N—-2-1

A G(P)‘ > m) < i [QP” (Fl(k,P)> +QP" (Fg(k,P))} .

k=1

QP (

Da die Intervalle [(j — 1)A,jA), j = 1,..., N, eine disjunkte Uberdeckung von [0,2M] bilden,
gibt es ein mg € {1,..., N}, so dass 0(P) € [(mo — 1)A,moA). Da ay j, -y = ju(2)A < kA, ist
also fiir k < mo die Menge F(k, P) leer, wohingegen fiir k > mo, F1(k, P) ={z € 2" : {} ; (2) =
L jk(2) =mo} C {2z € 2" : § ,, () = 1}. Somit erhalten wir QP" (Fi(k, P)) = 0, falls k > my,
und andernfalls QP" (F1(k, P)) < Eqp« (€, |- Falls jetzt auch noch Pxp, . = @, so ist nach
unserer Konvention i =0, da P<q, ., = P<moa # @. Die interessierende Wahrscheinlichkeit
ldsst sich also mittels (3.2.3) in jedem Fall abschétzen durch

QP" (Fi(k,P)) < Eqgpn[&m,] < 0V sup  Ery (€ ml +Ery [1 = &k,
Ro€[@1P<a . |
R1E[Q17’2bkym0]n

< 2057(Q. dy) v 0.

Vollig analog zeigt man, dass auch QP" (Fy(k, P)) < 2771(4")(62, dp) V0. Dady = (N —k—1)A,
ergibt sich die gesuchte obere Schranke durch Umkehrung der Summationsreihenfolge. O

Lemma 3.17. Sei P konvez und 6 : P — R linear. Weiter sein € N, (Z,G) ein messbarer Raum,
Q:G®%" x X — [0,1] ein NI Kanal mit identischen Marginalen Q1 und A € [0,00). Dann gilt

n 1 "
an)(QvA) < sup sup (1—2(@(@1130,@1131)) :
teR P()Epgt
PiEP>tya

Beweis. Wegen der Konvexitidt von P und der Linearitét von € sind die Mengen P<;, = {P € P :
O(P) <t} und Psipn = {P € P : 0(P) > t + A} beide Konvex. Da die Abbildung P — Q1P
linear ist, sind also auch die Mengen (1P<; und Q1P>¢4+a konvex. Es bleibt jetzt nur mehr den
Satz 2.4.(6), die Produktstruktur von @Q, den Satz 2.5, sowie den Satz 2.4.(2) anzuwenden, um die
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Abbildung 3.2: Graphische Darstellung des bindren Suchalgorithmus.

folgenden Abschétzungen zu erhalten.
771(4") (Q,A) = iu}g pr (conv (QPL,) ,conv (QPL,, A))
E

conv ([legt]") , conv([Qﬂ’ZHA]n))

<suppy (
teR

conv (legt) , conv (Q1P2t+A> ) !

<suppy
teR

n
= sup pu ( Q1P<¢, Q1P2t+A)
teR

1 n
= sup sup (1 — §d%I(P0, Pl)) .
teR  PoeQ1P<:¢
PieQ1P>iqa

O

Lemma 3.18. Sei k € N, € € [0,00), P konvez, (£,G) ein messbarer Raum, Q : Z x X — [0, 1]
ein Kanal und w((fj)(ke) < 00. Dann gilt

wflg) (ke) < k%}éff) (e).

Beweis. Im Fall k = 1 ist die Aussage trivial. Sei also k¥ > 2 und § € (0, 00) beliebig. Da w((ig)(ke) =
sup{|0(Py) — 0(Py)| : du(QPo, QPy) < ke, Py, Py € P} endlich ist, gibt es Py, P, € P, so dass
D := du(QPFy, QPy) < ke und [0(Py) — 0(P1)| + 6 > w'P (ke). Fiir A € [0,1] setze Py = (1 —

APy + AP, € P und beachte, dass mit Satz 2.4.(2), mit p = QPy + QP1, qo = ‘“371’0, = d‘gfl,
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m (I = N)go + Ag1 und wegen Konkavitét der Quadratwurzel gilt,

ax

di;(QPy, QPy) = 2(1 — p(QPy,QPy)) =2 (1 - /z Vaol[(1 = AN)go + Agi] dﬂ)
<2(1- [ el - v+ avaldn)

2(1(1/\)/\/2\/Mdu>
=X2(1 — pu(QPy, QP1)) = M4 (QPy, QPy). (3.2.4)

Fiir j € {0,...,k?}, wihle \; := kj—z und beachte, dass damit Py, = Py und Py, = Pi. Wegen
(3.2.4) folgt dy(QPo, QPy,) < VA1du(QPy,QPy) < e. Die selbe Ungleichung (3.2.4), mit ver-
tauschten Rollen von Py und Py, liefert du(QPy,, QP1) < /1 — \;D, fiir jedes j € {0,.. ., K2}

Fiir j € {1,...,k* — 1}, setze n; := AJl*_li;/\ und beachte, dass damit 1 —n; = 1_)‘71\“
J J

und
(L =ny) Py, +miPr = (1 =n;)(1 = X)) Po+ (1 =) \; Pr +n; 1

= (1 — )\j+1)P0 + (1 — )\j)’l]jPl + )\jPl

= (]. — )\j+1)P0 + )\j+1P1 = P)\

Neuerliches Anwenden von (3.2.4), mit Py; anstelle von Py und Py, anstelle von Py, liefert

j+1°

du(QPy;, QPy,.,) < 1;du(QPy;,QP1) < \/nj ;D = \/ED <e.

Somit haben also fiir jedes j € {0,...,k* — 1} die MaBe QPy; und QP,,,, eine Hellinger-Distanz
von hochstens €. Daher ergibt sich

k21 k21
0(Po) — 0(P)| = | D 0(Py) — 0(Px, )| < D 10(Py) — 0(Py, )| < K2wl(e).
Jj=0 j=0
Folglich gilt W(Q)(ke) < k2w (Q)( )+ 4. Da § > 0 beliebig war, ist der Beweis erbracht. O

Wir widmen uns nun dem eigentlichen Beweis von Satz 3.10. Das Resultat ist trivial falls

6 : P — R konstant ist. Andernfalls wihle § € (0,1), so dass C := y2los@a) i1 < C, wobei C' die
Konstante aus dem Satz ist und a > 1 die Regularitéitskonstante der Verlustfunktion /. Betrachte
weiter A = C’ch(lgl)(n’lm) > C?way (n71/?) > 0, wegen Satz 2.8 und Aufgabe 2.10. Es sei nun
02 . Z" — R der Schiitzer aus Lemma 3.16, 1, = (m 4 1)A wie in diesem Lemma definiert und
1n—1 = 0. Der Verlust [ <|¢§$ — G(P)\) dieses Schétzers lasst sich durch die Treppenfunktion

D), s —ap)i<n.}

m=0
beschranken. Das maximale Risiko iiber dem Modell P konnen wir also wegen monotoner Kon-
vergenz, Lemma 3.16 und Lemma 3.17 wie folgt abschétzen,

IS;GIgEQPn [ (I9 )} < i 1(1m) sup Qr" <|9 o(P)| > 77m—1>

N-2

+4Zlnm [5,”>(Q,m)vo]

k=m

N-2

1 n
A)+4 (N OVsup sup (1—d2 Q1 Py, Q1P ) . 3.2.5
Z ) Y e 541 (Q1F0, Q1F1) (3.2.5)
P1EP> kA
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Fiir k € {1,..., N —2}, definiere nun r := |VkC25§| > 1 und beachte, dass wegen Lemma 3.18 gilt
EA — ké2wégl)(nfl/2) > kézéwégl)(n’l/z) > Tzwc(lgl)(n—uz) > wégl)(Tn—l/z)
= sup{|9(P0) — 9(P1)| : dH(Ql]DO7 lel) < 7‘7?,71/2, PQ, P1 S P}

Da d4 = 2(1 — pg) < 2, sehen wir, dass die Menge P := {(Py, P) € P? : 0(P1) — 0(Py) > kA}
iiber die das Supremum in (3.2.5) lduft, leer ist, falls rn~1/2 > /2. Falls jedoch rn~Y2 < \/ﬁ, SO
gilt fiir jedes Paar (Py, P;) € P, dass |0(Py) — 0(P,)| > w((igl)(rn_l/z), was zur Folge hat, dass
du(Q1Py, Q1 P1) > rn~/? sein muss. Somit folgt wegen log(1+z) < z, fiir alle z > —1, aber auch,
dass

<1 - ;d%{(leo,lel)y < (1 - ;’i)n < exp (%i) =e /2
{1
< exp <—k; [ 1}2> — exp (—klog(2a)) = (2la>k

Der Ausdruck in (3.2.5) ldsst sich unter Verwendung von x < (3/2)* also weiter abschétzen durch

00 N—-2 1 k ) 00 1 &
WA +4)  1nm) Y <2a> SUA) +4> 1((m+1)A) > <2a>

m=1 k=m k=m

SUA)+4)U((3/2)™1A) (21a> 2(12i 1
m=1

v (1]

m=1

<1(A)

IN

l (C%gg”(n*l/?)) 1+ 164

<1 ((3/2)f271i‘;%%1w§1§1>(n—1/2)) 1+ 164]

IN

H(wi2) (n12)) [1 + 16aja w5577 .

Wir erhalten also die gewiinschte obere Schranke. O

3.2.3 Konstruktive Schranken

3.3 Ubungsaufgaben

Aufgabe 3.1. Angenommen wir wollen fiir ein vorgegebenes Privatisierungsniveau « € (0, c0) die
Werte von k Funktionalen 64, ...,0; : P — R, a-differentiell privat schéitzen. Fiir jedes j = 1,...,k
und fiir die Schétzung von 6;, sei bereits ein o-differentiell privater Kanal QU . Gj x X" —[0,1]
sowie ein Schétzer éj : Z; — R gegeben, wobei die privatisierten Daten jeweils auf dem abstrakten
messbaren Raum (Z;,G;) generiert werden. Konstruieren Sie daraus eine a-DP Schétzprozedur,
also einen a-DP Kanal @ und einen Schitzer fiir 6(P) = (6;(P))*_,, und finden Sie eine Bedingung

j=17

an die a;j um a-DP zu garantieren? Vergleichen Sie das Konzept der Bonferroni-Korrektur beim
multiplen Testen. (2P)
Aufgabe 3.2. Zeigen Sie, dass die Huber-Verlustfunktion

t2

5 0<t<

L(t) =4 2 - =T
7(t - 5)7 t >,

regulédr ist. (2P)
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Aufgabe 3.3. Zeigen Sie, dass der a-BM Kanal Q(*#) : G&" x x™ — [0, 1] fiir jedes beschriinkte

und messbare ¢ : X — R, a-differentiell privat ist.

Aufgabe 3.4. Zeigen Sie, dass fiir ein signiertes Mafl o auf (2, A) gilt,
1
lollzy := sup [o(A)| = sup 5 ), pdo.
AcA eillplleo<1

Hinweis: Verwenden Sie die Hahn-Jordan Zerlegung.

(2P)

(2P)

Aufgabe 3.5. Zeigen Sie die folgenden Eigenschaften von wg, und wg., im Fall P konvex und

0 : P — R linear und beschriankt.

1. Falls 6 nicht konstant ist, dann gibt es ¢o = ¢o(P,0) > 0 und ¢; = ¢1(P,0) > 0, so dass

wd’%"(a) > ¢ und wdgiz(g) > < fiir alle € € (0, ¢1).

2. Fiir e1,e5 € [0,00) gilt, wap, (€1 + €2) < Wapy (61) + Wary (€2).

(4P)
(1P)

3. Finden Sie ein Beispiel fiir ein konvexes Modell P und ein lineares und beschrianktes Funk-

tional 0, so dass wq,., nicht stetig bei 0 ist.

(2P)
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