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Ubung 4

Abgabe: 26.06.2016 zu Beginn der Vorlesung.

Aufgabe 1 (2 Punkte). Beweisen Sie Lemma 2.3.25 aus der Vorlesung:
Es sei X : Q — Ny eine diskrete Zufallsvariable.Dann gilt

E[X] = ip(x > ) = ip(x > ).
n=1 n=0

Aufgabe 2 (4 Punkte). Konzentration auf absorbierenden Zustanden:

Es sei X = (X,,)n>0 eine Markovkette mit hochstens abzihlbarem Zustandsraum E und Uber-
gangsmatrix P. Die Zusténde e;, ea € E seien absorbierend und fiir alle e € E gelte e — e; oder
e — €9.

(a) Zeigen Sie, dass alle Zustdnde aufer e; und ep transient sind.
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(b) Bestimmen Sie eine Familie (7% = (7{")icp) aclo] von Wahrscheinlichkeitsvektoren auf £
(dh. Y, cpm = 1) mit der Eigenschaft 7% = 7P fiir alle o € [0, 1].

Wichtig: a ist kein Exponent sondern eine Variable von der die Verteilung abhéngt.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Ausdiinnung einer Markovkette:

Es sei X = (X,)n>0 eine Markovkette mit der Ubergangsmatrix P. Ferner seien oy, 09,...
positive, ganzzahlige unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen, die auch unabhéngig
von X sind. Setze 79 = 0 sowie 7,, = 01 + 092+ -+ + 0, n > 1.

(a) Zeigen Sie, dass X = ()?n)n@; mit X = X, eine Markovkette ist. Bestimmen Sie die
zugehorige Ubergangsmatrix P.

(b) Seien i und j zwei kommunizierende Zustiinde bzgl. der Ubergangsmatrix P und es gelte
fiir den Trager M = {i € N : P(oy1 = i) > 0} der Verteilung von 01, dass ggT{M} = 1.
Zeigen Sie, dass die Zusténde ebenfalls bzgl. der Ubergangsmatrix P kommunizieren.

Hinweis: Eventuell hilft Thnen dieses wohlbekannte Lemma:

Lemma 1. Sei m C N eine bzgl. der Addition abgeschlossene Menge mit gg7' (M) = 1. Dann
gibt es ein ng € N, so dass n € M fiir alle n > ng.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Regenerationszyklen:

Es sei X = (X,, : n € N) eine Markovkette mit abzdhlbarem Zustandsraum. Die Startverteilung
sei gegeben durch §;, wobei i ein positiv rekurrenter Zustand sei. Wir definieren eine Folge von
Riickkehrzeiten nach ¢ durch

00=0 und opy; =inf{n >or: X, =1}, k> 1.

Bitte wenden



Zeigen Sie:
(a) (ok)k>0 ist eine Folge von Stoppzeiten.
(b) (0k+1 — 0k)k>0, ist eine Folge unabhangiger identisch verteilter Zufallsvariablen.
(c¢) Die Teilstiicke der Pfade

(Xaka e 7Xa‘k+1*1)k‘20
sind unabhéngig und identisch verteilt.

Aufgabe 5 (4 Punkte). Ehrenfest Modell:

Fir ein N € N sei (X,)n=0,1,.. eine Markovkette mit Zustandsraum S = {0,...,N}, und
Ubergangsmatrix P = (p(i,j))ijes, wobei
N —i i
iy N NI
1. Zeigen Sie, dass 7 mit 7(j) =27V (]JV) eine invariante Verteilung der Markovkette ist.

2. Zeigen Sie, dass keine der Zeilen der n-Schritte Ubergangsmatrix P" fiir n — oo gegen 7
konvergiert. Was ist der Grund dafiir?

3. Betrachten Sie nun die Markovkette mit Ubergangsmatrix @Q := ¢Iy41 + (1 — ¢)P. Dabei
ist P wie oben, ¢ € (0,1) und Iy ist die (N + 1) x (IV + 1) Einheitsmatrix. Zeigen Sie,
dass 7 aus (a) die eindeutige invariante Verteilung der Markovkette ist, und dass jede Zeile
von Q" fiir n — oo gegen 7 konvergiert.



