Ubungen zur Vorlesung
“Stochastische Analysis*

Sommersemester 2017, Blatt 3

Abgabetermin: 12.05.2017, bis 12:00 Uhr in Fach Nr. 3.14., UG Eckerstr. 1
(Geben Sie auf jedem Losungsblatt Thren Namen und Ihre Ubungsgruppe an.
Bitte nur maximal zu zweit abgeben.)

Aufgabe 9 (441 Punkte)

Priifen Sie (mit Beweis), ob die folgenden Lebesgue-Stieltjes-Integrale existieren und berech-
nen Sie gegebenenfalls deren Wert.
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Aufgabe 10 (4 Punkte)

Sei I C [0,00), sei F eine Filtration und sei X = (X;)cs ein daran adaptierter, integrierbarer
stochastischer Prozess. Falls I nicht diskret ist, seien F und X rechtsstetig.

a) Zeigen Sie, dass X genau dann ein Martingal ist, wenn E[X,] = E[X] fiir alle endlichen
F-Stoppzeiten o, 7 gilt, die nur hochstens zwei Werte annehmen.

b) Sei X ein Martingal beziiglich F, sei 7 eine F-Stoppzeit, die nur abzidhlbar viele Werte
annimmt und sei 7 eine beschriankte, F-messbare Zufallsvariable. Zeigen Sie, dass der
Prozess Y = (Yi)ier mit Yy = n(Xy — Xiar) ein Martingal ist.

HINWEIS: Sei F eine Filtration und sei 7 eine zufiillige Zeit (d.h. Zufallsvariable) mit Werten in I
bzw. in I U {oo}, falls I nicht beschriinkt ist. Die zufiillige Zeit 7 heifit F-Stoppzeit, falls
{r<t}e F firallet el

Aufgabe 11 (4 Punkte)
Sei X = (Xt)¢>0 ein lokales Martingal.

a) Zeigen Sie, dass X ein Martingal ist, falls E[sup | X¢|] < oo gilt.

b) Zeigen Sie, dass man eine lokalisierende Folge (7,,) wéhlen kann, sodass X™ fiir alle n
gleichgradig integrierbar ist, falls Xy zusétzlich integrierbar ist.

c) Zeigen Sie, dass man eine lokalisierende Folge (0,,) wihlen kann, sodass X" fiir alle n
beschrankt ist, falls X zusétzlich noch stetige Pfade besitzt und Xy beschrinkt ist.



Aufgabe 12 (442 Punkte)

Es sei N2 die Klasse der quadratintegrierbaren Martingale in stetiger Zeit, die die iiblichen Be-
dinungen erfiillen und sei N2 C N? die Klasse solcher Martingale, die stetige Pfade besitzen.
Zeigen Sie, dass

a) durch die Vorschrift || M||y2 = § 27" (1A|| My z2) eine Metrik auf (den entsprechenden
Aquivalenzklassen von) N2 degrzlilert wird,

b) (N2, ]| - ||a2) ein vollstéindiger metrischer Raum ist und

c¢) N2 eine abgeschlossene Menge in (N2, || - |[y2) ist.

d) Priifen Sie (mit Beweis oder Gegenbeispiel), ob die in a) definierte Metrik auf dem Raum
der L?-beschriinkten stetigen Martingale M? Aquivalent zu der Metrik ist, die von der
Norm || - || aus der Vorlesung erzeugt wird. Falls die Metriken nicht dquivalent sind,
priifen Sie, ob eine der erzeugten Topologien feiner als die andere ist.

HINWEIS: Zeigen Sie bei b), dass eine entsprechende Cauchy-Folge zu jedem festen Zeitpunkt ¢ € [0, 00)
konvergiert und betrachten Sie diese Grenzwerte. Borel-Cantelli hilft bei c). Zwei Metriken
heiflen dquivalent, falls sie die gleiche Topologie erzeugen.

Die Ubungsaufgaben sowie weitere Informationen zur Vorlesung finden Sie auf der Internetseite:
https://www.stochastik.uni-freiburg.de/lehre/ss-2017/vorlesung-stochastische-analysis-ss-2017



