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Aufgabe 9 (4+1 Punkte)

Prüfen Sie (mit Beweis), ob die folgenden Lebesgue-Stieltjes-Integrale existieren und berech-
nen Sie gegebenenfalls deren Wert.
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Aufgabe 10 (4 Punkte)

Sei I ⊆ [0,∞), sei F eine Filtration und sei X = (Xt)t∈I ein daran adaptierter, integrierbarer
stochastischer Prozess. Falls I nicht diskret ist, seien F und X rechtsstetig.

a) Zeigen Sie, dass X genau dann ein Martingal ist, wenn E[Xσ] = E[Xτ ] für alle endlichen
F-Stoppzeiten σ, τ gilt, die nur höchstens zwei Werte annehmen.

b) Sei X ein Martingal bezüglich F , sei τ eine F-Stoppzeit, die nur abzählbar viele Werte
annimmt und sei η eine beschränkte, Fτ -messbare Zufallsvariable. Zeigen Sie, dass der
Prozess Y = (Yt)t∈I mit Yt = η(Xt −Xt∧τ ) ein Martingal ist.

Hinweis: Sei F eine Filtration und sei τ eine zufällige Zeit (d.h. Zufallsvariable) mit Werten in I
bzw. in I ∪ {∞}, falls I nicht beschränkt ist. Die zufällige Zeit τ heißt F-Stoppzeit, falls
{τ ≤ t} ∈ Ft für alle t ∈ I.

Aufgabe 11 (4 Punkte)

Sei X = (Xt)t≥0 ein lokales Martingal.

a) Zeigen Sie, dass X ein Martingal ist, falls E[sup |Xt|] <∞ gilt.

b) Zeigen Sie, dass man eine lokalisierende Folge (τn) wählen kann, sodass Xτn für alle n
gleichgradig integrierbar ist, falls X0 zusätzlich integrierbar ist.

c) Zeigen Sie, dass man eine lokalisierende Folge (σn) wählen kann, sodass Xσn für alle n
beschränkt ist, falls X zusätzlich noch stetige Pfade besitzt und X0 beschränkt ist.



Aufgabe 12 (4+2 Punkte)

Es seiN 2 die Klasse der quadratintegrierbaren Martingale in stetiger Zeit, die die üblichen Be-
dinungen erfüllen und sei N 2

c ⊂ N 2 die Klasse solcher Martingale, die stetige Pfade besitzen.
Zeigen Sie, dass

a) durch die Vorschrift ‖M‖N 2 =
∞∑
n=1

2−n(1∧‖Mn‖L2) eine Metrik auf (den entsprechenden

Äquivalenzklassen von) N 2 definiert wird,

b) (N 2, ‖ · ‖N 2) ein vollständiger metrischer Raum ist und

c) N 2
c eine abgeschlossene Menge in (N 2, ‖ · ‖N 2) ist.

d) Prüfen Sie (mit Beweis oder Gegenbeispiel), ob die in a) definierte Metrik auf dem Raum
der L2-beschränkten stetigen Martingale M2 äquivalent zu der Metrik ist, die von der
Norm ‖ · ‖ aus der Vorlesung erzeugt wird. Falls die Metriken nicht äquivalent sind,
prüfen Sie, ob eine der erzeugten Topologien feiner als die andere ist.

Hinweis: Zeigen Sie bei b), dass eine entsprechende Cauchy-Folge zu jedem festen Zeitpunkt t ∈ [0,∞)
konvergiert und betrachten Sie diese Grenzwerte. Borel-Cantelli hilft bei c). Zwei Metriken
heißen äquivalent, falls sie die gleiche Topologie erzeugen.

Die Übungsaufgaben sowie weitere Informationen zur Vorlesung finden Sie auf der Internetseite:

https://www.stochastik.uni-freiburg.de/lehre/ss-2017/vorlesung-stochastische-analysis-ss-2017


