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1 Einleitung

Auf einem Markt bzw. an einer Borse agieren Marktteilnehmer mit verschiedenen Handels-
motiven unter spezifischen Handelsregeln. Unter einer gewissen Marktstruktur werden also
Preise gebildet und Austauschprozesse durchgefiihrt.

Eine Marktmikrostruktur ist die Erforschung des Handelsprozesses und dessen Ergebnis unter
expliziten Handelsregeln ([11], S.1).

Die Marktmikrostrukturliteratur untersucht die durch spezifische Handelsregeln bereitgestell-
te Marktstruktur. Damit versucht sie unter anderem, die Auswirkungen der Handelsstruktur
auf den Preisbildungsprozess sowie den Zusammenhang zwischen Marktmechanismus und
Marktteilnehmerverhalten zu erkléren.

Das Ziel der Marktmikrostruktur ist, Aussagen iiber die Effizienz des Marktes unter spezi-
fischen Handelsregeln zu treffen. Dies wird in der Marktregulierung und in der Gestaltung
und Formulierung neuer Handelsorganisationen angewendet, um die Qualitdt des Marktes zu
optimieren, die durch z.B. Liquiditét, Volatilitit charakterisiert wird (Vgl. [11]).

Die Marktmikrostrukturliteratur bietet zahlreiche Modellansétze zur Entwicklung des Preis-
prozesses in den Mérkten mit unterschiedlichen Strukturen.

Die Entwicklung der Marktmikrostrukturtheorie wurde durch die wirtschaftlichen Verédnde-
rungen auf den Finanz- und Warenmérkten weltweit angetrieben. Globalisierung, Steigerung
des Handelsvolumens, Wettbewerb zwischen den Mérkten und elektronischen Handelssyste-
men, neue technologische Innovationen, Ausbreitung des Internets, Verbreitung von neuen
Finanzinstrumenten etc. haben das Interesse an der Marktmikrostruktur geweckt (Vgl. [10],
S.3). Marktmikrostruktur findet auch Anwendung z. B. in der Bewertung der Finanztitel, der
Unternehmensfinanzierung und der Investitionen.

Die Forschung zur Marktmikrostruktur ist sehr umfangreich und unterschiedlich in der The-
matik. Es kristallisierten sich vor allem zwei Entwicklungsrichtungen heraus, némlich die
bestands- sowie die informationsbasierten Mikrostrukturmodelle. Die friitheren Arbeiten un-
tersuchten {iberwiegend die Rolle des Inventars bei dem Héndlerverhalten und den Wertpa-
pierpreisen unter der Annahme symmetrischer Informationen, in den jiingsten Arbeiten kam
die Informationsékonomie und die Spieltheorie hinzu [11].

Einen Uberblick iiber die vielen Marktmikrostrukturmodelle, denen unterschiedliche Markt-
strukturen zugrunde liegen, geben z.B. O’Hara [11], Liidecke [9], Madhavan [10].

O’Hara beschreibt in [11] die Entwicklung der Marktstrukturtheorie und liefert eine detail-
lierte Erforschung einiger theoretischer Studien.

Liidecke analysiert in [9] einige Modelle der Marktmikrostruktur und fithrt auf deren Grund-
lage empirische Untersuchungen des Handels an der Deutschen Terminbérse durch, um Auf-
schluss iiber die Qualitét des Aktienoptionshandels zu geben.

Madhavan betrachtet in [10] selektiv theoretische, empirische und experimentelle Studien
zu Markten, die sich mit der Preisbildung, dem Marktdesign, der Informationsékonomik
auseinander setzen, und verweist auf Forschungsdefizite.

Diese Arbeit analysiert aus dem Blickwinkel der Finanzmathematik einige ausgesuchte Mo-
delle der Marktmikrostruktur.



1 FEinleitung

In Kapitel 2 werden zuerst die grundlegenden Strukturkomponenten der Organisation von
Miérkten erldutert, um deren Funktionsweise zu verstehen und die Voraussetzungen fiir die
Preisfestsetzung zu schaffen.

Kapitel 3 behandelt die finanzmathematische Analyse eines konkreten Marktmodells von
Garman in [3]. Es handelt sich um ein inventarbasiertes Modell. Er untersucht den Zusam-
menhang zwischen dem Auftragsstrom und den zustandekommenden Preisen auf bestimmten
Mirkten. Sein Modell wurde mehrfach erweitert und modifiziert [11].



2 Grundlegende Definitionen

2.1 Strukturkomponenten der Markte

Die Rahmenbedingungen eines Handels kénnen durch konkrete Strukturkomponenten gestal-
tet werden. Ein Marktmechanismus kann beispielweise durch

e das Handelsgut,

e den Handelsort,

e die Marktteilnehmer,

e die Art der Auftriige,

e den Preisfindungsmechanismus,
e die Handelsfrequenz,

e die Markttransparenz,

e die Automatisierung

charakterisiert werden (Vgl. z.B. [11], [9]). Die genannten Komponenten sind weder iiber-
schneidungsfrei noch vollstédndig, was den folgenden Erlduterungen entnommen werden kann.

Bei dem Handelsgut kann es sich um Waren, Dienstleistungen, Rechte etc. handeln.

Der Austausch der Giiter kann an

— einem zentralen Ort,

— oder dezentral
organisiert sein. Mehrere borsenbasierte Mérkte konnen durch Computernetzwerke gekop-
pelt werden, um Informationen auszutauschen und Gebote der Anleger der jeweiligen Borse
gemeinsam zu beriicksichtigen (Vgl. [5]).

O’Hara gruppiert in [11] die Marktteilnehmer in vier Arten:

— Kunden, die Auftrige zum Kauf oder Verkauf einreichen;

— Makler, die Auftrége fiir die Kunden vermitteln und auf fremde Rechnung handeln;

— Héndler, die auf eigene Rechnung handeln;

— Marketmaker, die verbindliche Bid- und Ask-Preise (,,Quotes®) zum Kauf oder Ver-

kauf der Wertpapiere quotieren.

Die Differenz zwischen dem Bid- und Ask-Preis eines Marketmakers zu einem Zeitpunkt
ist der Marketmaker-Spread. Die Differenz zwischen dem jeweils besten Bid-Preis und dem
besten Ask-Preis im konkurrierenden Markt zu einem Zeitpunkt ist der Markt-Spread. Da
die Marketmaker jeder Zeit bereit zu handeln sind, bieten sie Liquiditit am Markt und
ermdoglichen einen kontinuierlichen Handel.

Je nach Art des Borsenverfahrens konnen verschiedene Arten von Auftrigen in ein Orderbuch
aufgegeben werden. Die wesentlichen sind z.B. die folgenden (Vgl. z.B. [10]):
— Market-Order ist ein Auftrag, der zum besten gegebenen Marktpreis ausgefiihrt
wird,
— Limit-Order ist ein Auftrag, der dann ausgefiihrt wird, wenn das vorgegebene Preis-
limit erreicht wird.



2 Grundlegende Definitionen

An einer Boérse herrschen zwei Preisfindungsmechanismen vor:

— das Marketmaker-Prinzip,
— das Auktionsprinzip.

Nach dem Marketmaker-Prinzip schliefit ein Investor zum Bid- oder Ask-Preis des Marketma-
kers zu einem beliebigen Zeitpunkt ab. Nach dem Auktionsprinzip wird der Auktionspreis im
Wettbewerb zwischen Investoren ohne Vermittler ermittelt, in dem die Kauf- und Verkaufs-
auftrige im Orderbuch gegeneinander gestellt werden. Dabei werden auf der jeweiligen Seite
die besten Gebote der Marktteilnehmer beriicksichtigt. Mérkte, auf denen das Marketmaker-
Prinzip herrscht, werden als , Quote-Driven® und Mérkte, auf denen das Auktionsprinzip
herrscht als ,,Order-Driven“ bezeichnet (Vgl. [9], S.29, [10], 5.224).

Wihrend die Quote-Driven-Mirkte kontinuierlichen Handel aufweisen, kénnen Auktionen
wiederum entweder

— periodisch, zu bestimmten Zeitintervallen,

— oder kontinuierlich, zum beliebigen Zeitpunkt in der Offnungszeit,
ausgefiihrt werden. Je nach Frequenz der Auktion wird zwischen dem Einheitspreis und dem
Einzelpreis unterschieden. Beim Einheitspreis kommen zum Ausfithrungszeitpunkt der Auk-
tion Angebot und Nachfrage (bei geringstem Uberhang) im Orderbuch zum Ausgleich. Die
Einzelpreise werden fortlaufend errechnet, in dem das aktuelle beste Gebot auf der betreffen-
den Seite genommen wird.

Markttransparenz ist der Umfang von Informationen iiber den Handelsprozess, die die Markt-
teilnehmer beobachten kénnen (Vgl. z.B. [11]). Dazu zéhlen z.B. Einsicht in das Orderbuch bei
Auktionsmirkten, das die Gebotspreise, Auftragsmengen und -zeiten, Quotes, Identitit der
Marktteilnehmer, ect. offenlegen kann. Es wird auch zwischen Vor- und Nachhandelstranspa-
renz unterschieden, zu denen die Informationen zéhlen, die vor einem und nach einem Handel

veroffentlicht werden.

Verschiedene Prozesse und Funktionen wie die Auftragsiibermittlung, die Preisermittlung, die
Auftragsausfiihrung, die Veréffentlichung von Marktinformationen, das Clearing und Settle-
ment sowie die Uberwachung des Handels und der Systembenutzer kdnnen automatisiert
werden. Vollautomatisierte Bérsen verfiigen iiber ein elektronisches Limitorderbuch, automa-
tische Auftragsausfiihrung, ein computerisiertes Orderroutingsystem, ein Informationssystem,
ein Clearingsystem und ein Marktiiberwachungssystem [9], S. 39-40.

Das nachfolgende Beispiel veranschaulicht das Marktdesign eines konkreten Marktes, der
sogenannten Day-Ahead-Auktion.

Beispiel 2.1 (Vgl. [5], [6]) Eine Day-Ahead-Auktion ist eine zentrale periodisch geschlossene
Auktion an der EEX (European Energy Exchange), die auch als ,Einheitspreisauktion® be-
kannt ist. Die Kontrakte fiir eine bestimmte Stromstunde werden fiir die in dieser Stunde han-
delnden Auktionsteilnehmer zum fiir diese Stunde geltenden einheitlichen Preis abgeschlossen.
Die Marktteilnehmer an der EEX sind registrierte Kunden, zu denen Elektrizitétserzeuger,
Energieversorgungsunternehmer, Energiehéndler, Banken, Elektrizitdtskunden etc. zéhlen.

An dieser Auktion werden tiglich um 12 Uhr Stromstundenkontrakte sowie Blockkontrakte
fiir den folgenden Tag gehandels, fiir die die Gebote bis 12 Uhr abgegeben werden miissen.

Die Stundengebote werden fiir jede einzelne Stunde, Blockgebote fiir mehrere zusammenhén-
gende Stunden verdeckt abgegeben. Fiir Blockgebote gibt es eine Reihe an standardisierten
als auch von den Marktteilnehmern frei definierten Blocken (siehe z.B. [6]). Der zuléssig
gebotene Preis fiir alle Kontrakte darf zwischen -500 €/MWh 3.000 €/MWh liegen. Der
Mindestvolumen der Kontrakte betrdagt 0,1 MWh.
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2 Grundlegende Definitionen

Preisfindungsalgorithmus: ,, Ermittlung des Einheitspreises nach dem Merit-Order-Prinzip,
der den Markt raumt.“

1. Schritt: Abgabe der Kauf oder Verkaufsauftriige jedes Marktteilnehmers fiir jeweilige
Einzelstunden oder Blocke, die mehrere Preise und Mengen unterschiedlich verkniipfen
koénnen.

2. Schritt: Ermittlung des Preises je Einzelstunde aus dem Schnitt der kumulierten Ange-
bots- und Nachfragefunktion.

a) Berechnung aus den individuellen Angebots- und Nachfragefunktionen der kumu-
lierten Angebots- und Nachfragefunktion pro Einzelstunde.

i. Sortierung der Gebote der Verkédufer aufsteigend nach Preis, wie die Abbil-
dung 2.1 veranschaulicht (siehe [7]). Jeder Balken stellt ein Kraftwerk dar.

Preis
[€/MWh]

Kapazitit

Abbildung 2.1: Kumulierte Angebote in einer bestimmten Stunde

Die Grofle des Balkens spiegelt auf der Ordinate das Gebot (€/MWh) und
auf der Abszisse die angebotene Stromkapazitét eines Kraftwerks (MWh). Die
farblichen Markierungen kennzeichnen die Zugehorigkeit zu einem bestimmten
Anbieter.

ii. Sortierung der Gebote der Kaufer in absteigender Reihenfolge.
iii. Interpolation der Gebote zu linearen Funktionen.

b) Bestimmung des Preises fiir alle Einzelstunden. In der Abbildung 2.2 gibt der
Schnittpunkt der Funktionen den Einheitspreis pro MWh und die gehandelte
Strom-Gesamtmenge in einer bestimmten Stunde an.

3. Schritt: AusschlieBung des Blockgebots aus der Auktion, das bei den im zweiten Schritt
ermittelten Stundenpreisen den héchsten Verlust macht, falls solches existiert.

a) Dabei werden die im zweiten Schritt ermittelten Preise fiir Stundenblécke kumu-
liert, zu denen Gebote im 1. Schritt abgegeben wurden.

b) Danach werden die Blockgebote ermittelt, die auf der Angebotsseite einen hoheren
Preis und, die auf der Nachfrageseite einen niedrigeren Preis als die entsprechend
kumulierte Summe stellen.

c¢) Es wird der Block mit der héchsten Differenz abgelehnt. Ergeben mehrere Block-
gebote die gleiche Differenz, so wird das Gebot mit dem geringeren Volumen aus-
geschlossen.

11



2 Grundlegende Definitionen

Preis

[E/MWh] Nachfragefunktion
Angebotsfinktion

_, Kapazitit

Abbildung 2.2: Angebots- und Nachfragefunktion

d) Wiederholung der Iteration ab Schritt 2.

4. Schritt: Erfiillen alle die noch verbliebenen Blécke mindestens ihre Gesamtforderung,
so ist der im zweiten Schritt ermittelte Preis der endgiiltige Marktrdumungspreis.

Im Allgemeinen kommt es zur Marktrdumung. Manchmal kann kein Marktraumungspreis
bestimmt werden, bei dem Angebot und Nachfrage ins Gleichgewicht kommen. In diesem
Falle gibt es zusétzliche Regelungen, die etwa in [6] zu finden sind.

2.2 Qualitdtskomponenten der Markte

Die Marktmikrostruktur versucht, Aufschluss iiber die Qualitéit des Marktes zu geben. Die
Handelskosten der Anleger und die Liquiditidt des Marktes spiegeln die Marktqualitéit wieder.

Liidecke unterscheidet in [9] zwischen expliziten Kosten, die die Transaktionsgebiihren, Pro-
visionen und Transaktionssteuern enthalten, und impliziten Kosten, die die Bid-Ask-Spreads
sowie Ausfithrungskosten enthalten.

Ein Markt ist liquid, wenn auf ihm zu jeder Zeit ein bestimmtes Handelsgut zum Kauf oder
Verkauf zu einem fairen Preisen angeboten werden kann.

Jede Handelsorganisation hat ihre Regeln, die die Funktionsweise des Marktes beschreiben
und unter denen die Marktpreise entstehen und sich entwickeln. Im n#chsten Kapitel wird
die inventarbasierte Modellierung von Garman finanzmathematisch untersucht.

12



3 Inventar-Modelle

Garman modelliert in [3] zwei Basismérkte nach dem Marketmakerprinzip und nach dem
Auktionsprinzip. In beiden Modellen sind die eingehenden Auftriige stochastische Prozesse.

Zunéchst wird die Art der Auftrige modelliert.

3.1 Auftragsankunft

Es sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit der Filtration F = (F;)¢>0 und (Tn)n>0 eine
Folge von Zufallsvariablen in [0, co] so, dass

Ty =0, Tn <Tpyr auf {T, < oo}, T=Tpp1=... auf {T,, =00}

gilt. Der zu dieser Folge korrespondierende stochastische Zahlprozess (N (t))¢>o ist durch

N(t) = Z 1{Tn§t}a t >0,

n>1

gegeben.

Die Funktion t — N (t),t > 0, ist eine rechtsseitig stetige Treppenfunktion mit Spriingen um
+1in Ty, so dass Ng = 0 ist. Ty, ist der zufiillige Zeitpunkt der Ankunft des n-ten Auftrags
eines Marktteilnehmers und N(¢) die kumulative Anzahl der von diesem Marktteilnehmer
abgegebenen Auftrége bis zum Zeitpunkt ¢ .

Es seien die Zwischenankunftszeiten Ty4+1 — Ty, n € Z*, unabhingig und identisch nach
Exp(X), A > 0, verteilt. Dann bildet (7,),>1 einen Erneuerungsprozess oder auch Punktpro-
zess und N := (N(t));>0 einen Poisson-Prozess mit Intensitit .

Das elementare Erneuerungstheorem (11.5.7 in [14]) besagt, dass E(Ai(t)) — IE(T11~T0) gilt, d.h.

die mittlere Anzahl der Auftragsankiinfte pro Zeiteinheit konvergiert gegen ), die auch die
Auftragsankunftsrate genannt wird.

Weiter seien M € N Kunden auf einem Markt unabhéngig voneinander aktiv. Dann gilt fiir
die Gesamtzahl aller Auftréige bis zum Zeitpunkt ¢:

M
N(t)=> N;(t), t>0,

wobei N;(t) die kumulative Anzahl der vom j-ten Kunden abgegebenen Auftriige im Intervall
[0, ¢] ist.

Das niichste Lemma zeigt, dass eine Uberlagerung von Poisson-Prozessen wieder ein Poisson-
Prozess ist.

Lemma 3.1 Seien N; := (N;(t))i>0 unabhéngige Poisson-Prozesse zu den Parametern \;
firj=1,2,...,.M.

Dann gilt, dass N = ij\i 1 N; ein Poisson-Prozess zum Parameter \ = Zjl\i 1 Aj Ist.

13



3 Inventar-Modelle

Beweis Fiir die Fourier-Transformierte von Nj(t), t > 0, fiir j = 1,..., M gilt:

E[eiwj(t)] = E{Zeis}vj(t) : Il{Nj(t):/'c}]
k=0

o0
= ZE[ Lo )= k}]

= Ze”k]P’ (1) = k)

- ik At)* 5y
= Z e

k=0

_)\ tz 23)\ t)k

_ e(e SXjt)
— eAjt(eiS—l). (31)
Fiir die Fourier-Transformierte von N(t) fiir ¢ > 0 gilt:
E[eisN(t)] _ [ is Ej”il N; (t)]

_ isN; (t)
]Ejle t]

=

Nj unab. HE[ zij(t)]
7=1

M

CRY H Ajt(e—1)

M Ajt(et 1)

= e
= e, | (3.2)

Da die Zuwéchse stationér sind, gilt fiir u < ¢
E[eis(N(t)—N(u))] - K [eis(N(t_u))] (3:2) At—u)(e 1) (3.3)

Es seien s = (1,...,8,) und N = ((N(t1) — N(t)), (N(t2) — N(t1)), ..., (N (tn) — N(tn_l)))t
der Vektor der Zuwéchse fiir endlich viele 0 = ¢t < t; < --- < &, fiir alle n € N. Da die
Zuw#chse stochastisch unabhéngig sind, folgt

]E[ei<s,N>] = Efe DI Sk(N(tk)—N(tk_l))]

n

_ [H sk (N (L)~ N (te- 1))]

unab Zuw. H zsk N (tg)—N(tg— 1))}

H eMte—ti—1)(e*k 1)
k=1

— Xk Altr—tr—1)(e"k 1)

14



3 Inventar-Modelle

Jede Wahrscheinlichkeitsverteilung auf [0, co) ist durch ihre Fourier-Transformierte und durch
ihre endlich-dimensionalen Randverteilungen eindeutig bestimmt. a

Oft werden zusdtzliche Informationen zum Punkt T;, durch die Zufallsvariable Y,, model-
liert. Es sei (Y,)n>1 eine Folge von unabhingigen, identisch verteilten Zufallsvariablen, die
unabhéingig von (N (t))¢>o sind. Der Prozess ((Th,, Y5))n>1 heiBt markierter Punktprozess.

Es bezeichne Y}, j = 1, ..., M die Giitermenge des n-Auftrags durch den j-ten Marktteilneh-
mer, der zum Zeitpunkt 7}, aufgegeben wurde. Dann ist X; := (X;(¢)):>0 ein zusammenge-
setzter Poisson-Prozess, wobei

N;(8)

Xj(t Z Jns

die vom j-ten Marktteilnehmer individuelle Giitergesamtmenge bis zum Zeitpunkst ¢ ist.

Garman nimmt an, dass die Nutzenfunktionen der Marktteilnehmer nur von den Mittelwert-
funktionen des betrachteten stochastischen Prozesses abhingen. Mit der Wald’schen Glei-
chung ([14], 11.5.4) folgt:

n;(t) == E[X;(®)] = E[N; (0)]E[Y;,] = AtEYj,, ¢>0,

n;(t) kann fiir ¢ = 1 als die mittlere nachgefragte Giitermenge pro Zeiteinheit des j-ten
Marktteilnehmers interpretiert werden.

Es sei ein Prozess X := (X (¢)):>0 gegeben, wobei

M M Nj(t)
X)) =YX =D D Yy ¢ (3.4)
j=1 j=1 n=1

die gesamtwirtschaftlich nachgefragte Giitermenge bis zum Zeitpunkt ¢ ist.

Die Mittelwertfunktion von X (¢) ist die Summe der einzelnen Mittelwertfunktionen:

M M M
n(t) == E[X (t)] = [ZX ()] = Y EX; (0] = Ymi(t) = YONEY;,, t>0. (35)
j=1 j=1 j=1
Fiir die Kovarianz von X folgt (siehe Anhang A, (A.1)):

v(t Au) = Cov|[X(t), X (u)] Z)\ (tAw) EY]% (3.6)

Die Poisson-Prozesse sind sogenannte Lévy-Prozesse.

Definition 3.2 Ein stochastischer Prozess S := (S(t))¢>0 heifit Lévy-Prozess, wenn gilt:
(i) Es gilt S(0) = 0 P—fs.
(ii) Fiir alle u,t >0, u <t gilt S(t) — S(u) £ S(t —u), d.h. S hat stationire Zuwdéchse.

(iii) Fiir alle0 =ty <t; < --- < t, und allen € N sind die Zuwéchse S(t1) — S(t), S(t2) —
S(t1),...,S(tn) — S(tn—1) stochastisch unabhéngig, d.h. S hat unabhéingige Zuwiéichse.

(iv) Fir alle € > 0, u,t > 0 gilt lim,+ P(|S(¢t) — S(u)| > €) = 0, d.h. S ist stochastisch
stetig.

15



3 Inventar-Modelle

Lemma 3.3 Seien X; := (X;(t));>0 unabhingige zusammengesetzte Poisson-Prozesse zu
den Parameter n; fiir j = 1,2,..., M.

Dann ist X = Ai X zu dem Parameter n = M: 1 ein Lévy-Prozess.
g=1**J j=1"17 .

Beweis Zu zeigen sind die Bedingungen aus der Definition 3.2.
Zu (i): Es gilt X(0) = M, X;(0) = M MOy, o pogs.
Zu (ii): Fiir u < t folgt

M N;(t) M Nj(u)
PX(#t)-X(w)2z) = P|X 3% - Y V. >
Jj=1 n=1 j=1 n=1

M N;(t)
= P[> Y, >

J=1 n:Nj(u)—l—l

. M Nj(t)-N(u)
(Y Y ves

7=1 n=1
N hat M Nj(t—u)
 ha -
=" P E E Y, >z
stat. Zuw. -
j=1 n=1

= P(X(t—u)>z).
Daraus folgt, dass X (t) — X (u) und X (¢ — u) die gleiche Verteilung besitzen und somit sind
die Zuwichse von X stationir.

Zu (iii): Es seien die Zuwichse X;(t1) — X;(t0), X;(t2) — X (1), ..., X (ty) — X;(tg—1) fiir alle
ke€Nund 0 =1ty <t1 <--- <ty gegeben. Es gilt fiir z1,...,2;, > 0und j € {1,...,M}:

k
P (n {Xj(ti) — Xj(ti_l) 2 $1}>
=1

E - Nj(ts) Nj(ti-1)

YJ;id P m { Z Y}-n > x;
Y, Nj unab. i P ( k {nggn > L}) P <ﬁ {Nj(ti) — Nj(ti1) = mz}>
veeym =0 it =

mM1,... =1 n=1 i=1
N ot i ﬁp 3 Y, >x-) IP’(N~(t-)—N-(t~ 1) *m>
= n Z L1 % 1—1) — Ty
unab. Zuw. mi,...,mp=0i=1 n=1 ’ ’ !
k oo m;
= H Z P ( Y}n Z :El) P(Nj(ti) - Nj(ti_l) = mz>
=1 m;= n=1

16



3 Inventar-Modelle

k N;(ti)—Nj(ti-1)
= 1Pl X Yozw
=1 n=1
k Nj (tz)

k Nj(ts) Nj(ti—1)

; n=1 n=1

= HP(Xj(ti) - X;(ti—1) > xz)
=1

Somit hat X, j = 1,..., M unabhéngige Zuwéchse. Daher besitzt X als Summe unabhéngiger
Prozesse mit unabhéngigen Zuwichsen selbst unabhéngige Zuwichse.

Zu (iv): Fiir alle € > 0, u,t > 0 gilt | X (t) — X (u)| > & = |N;(t) — N;(u)| > 0 fiir mindestens
ein j € {1,..., M} und somit

M M
PIX() - X@|>e) < P (|3 N0 - Nw| >0

IN
=

_ |N;(t) = Nj(u)| >0

Jj=1

j=1
N, unab M
T = 1—HIP(N,(t—u)= )
() A — )0\ M
_ 1_( X( )((0!))>

Somit ist X stochastisch stetig. U

Bemerkung 3.4 Sind Y;, = 1 firalle j =1,..., M, n € Nin (3.4), dann gilt X (¢) = N(¢)
fiir alle £ > 0.

Ein Auftrag kann formal als ¢, = (pn,Yn) dargestellt werden, wobei p, der Preis eines

Gutes ist und Y, seine angegebene Menge zum Zeitpunkt T}, ist. Die Mittelwertfunktion des
Prozesses X (t) kann auch eine Funktion 7(t, p) sein, die in Abhéngigkeit vom Preis p variiert.

17



3 Inventar-Modelle

Es seien X,(t) und X3 (¢) die kumulierten Giitermengen der Kauf- und Verkaufsauftrige bis
zum Zeitpunkt ¢. Die Abbildung 3.1 zeigt die augenblicklichen Nachfrage- und Angebotskur-
ven in Abhéngigkeit vom Preis.

pris | (o,

p* _________________

Ny(p.t)

>
n* Mittelwertfunktion

Abbildung 3.1: Stochastische kumulierte Angebots- und Nachfrageraten als Preisfunktion
zum Zeitpunkt ¢ [3].

Die auf dem Markt herrschenden Preise beeinflussen Nachfrage und Angebot, wie in der
Abbildung 3.1 zu sehen ist. Der Punkt (p*,n*) stellt ein stochastisches Gleichgewicht dar, in
dem Nachfrage und Angebot zusammenkommen.

3.2 Marketmaker-Markt

Garman betrachtet einen zentralen Markt mit einem monopolistischen Marketmaker, der
anfangs verbindliche Quotes setzt und verpflichtet ist, sofort die eingehenden Auftrige aus-
zufithren. Pro Auftrag wird eine Einheit des Wertpapiers abgewickelt. Zwischen dem Kaufer
und Verkéufer ist kein direkter Austausch moglich. Die Kauf- und Verkaufsauftrige sind un-
abhéngige stochastische Prozesse. Es gibt keine Transaktionskosten fiir die Markteilnehmer.

In diesem Modell wird der Zusammenhang der Quotes und des Inventars des Marketmakers
untersucht, um seine optimale Strategie zu bestimmen. Ziel des Marketmaker ist, den er-
warteten Gewinn pro Zeiteinheit unter der Vermeidung des Ausfalls auf einem unendlichen

Horizont zu maximieren.
Zuerst wird der mogliche Ausfall behandelt, der auftreten kann, wenn das Inventar des Mar-
ketmakers auslduft. Dazu seien

(i) pe und pp die fur Kauf- und Verkaufsauftrige gesetzten Ask- und Bid-Preise;

(i) Ny = (Na(t))i>0 und Ny := (Np(t))s>0 Poisson-Prozesse zu den Parametern \,(p)
und Ap(p), wobei N, (t) und Np(t) die bis zum Zeitpunkt ¢ abgewickelten Kauf- und
Verkaufsauftréige sind;

(iii) I5(0) und I.(0) das Startinventar des Marketmakers an Wertpapier- und Bargeldeinhei-
ten.

Somit sind
Is(t) = I5(0) + Np(t) — No(t), t>0, (3.7)

und

Ic(t) = IC(O) +paNa(t) ﬁprb(t% t Z 0, (38)

18



3 Inventar-Modelle

das Inventar des Marketmakers an Wertpapier- und Bargeldeinheiten bis zum Zeitpunkt ¢.

Weiter seien Ry(t) = P(I5(t) = k) und Qg(t) = P(I.(¢t) = k), d.h. die Wahrscheinlichkeiten,
dass der Marketmaker k¥ Wertpapiereinheiten und k Bargeldeinheiten zum Zeitpunkt ¢ > 0
hélt.

Die stochastischen Prozesse Is := (Is(t))i>0 und I. := (I4(t))s>0 sind Markov-Prozesse. Sie
sind insbesondere spezielle Geburts- und Todes-Prozesse, weil nur Uberginge von k — 1
nach k£ und von k + 1 nach k moglich sind. Die Parameter Ay(pp) und A;(p,) sind die
Ubergangsraten, mit denen der Marketmaker eine Wertpapiereinheit kauft bzw. verkauft.
Para(Pa) bzw. ppAp(py) sind die Ubergangsraten, mit denen der Marketmaker eine Bargeld-
einheit bekommt bzw. verliert.

Garman gibt in [3] die Ann&herung an die Ausfallwahrscheinlichkeiten fiir die beiden Prozesse,
ohne Beweiswege und Verweise auf andere Quellen, wie folgt an:

Na(pa) )+
tli)m Roy(t) ~ (/\b(Pb)> ’ falls Aq(pa) < Ab(ps) (3.9)
= 1, sonst
M) | 5
Pore(pe) \ P
Jim Qo(t) ~ Gl falls Aa(pa) < Ab(pe) (3.10)
> L, sonst,

wobei D so gew#hlt ist, dass pp, < D < p, gilt.

Er gibt jedoch an, dass die approximierten Losungen sich aus der Analyse der angebeteten
Markov-Prozesse in den folgenden Differentialgleichungen ergeben (Vgl. [3]).

OR) . (o) + M) Rt
+ Mo (Po) Re—1(t) + Aa(pa) Re1(t), k>1,1>0,
und
aQa—';(t) = — (Para(Pa) + Ps s (p6) ) Qi (t)

+ Padra(Pa)Qr—1(t) + Do Ao (po) Qi1 (t), k>1,t>0,

wobei die Startbedingungen Ry (0) = 1 und Q(0) = 1 lauten, wenn k = I5(0) und k = 1.(0)
sind, sonst sind sie 0.

In dieser Arbeit wird eine andere Technik zur Berechnung des Ruins angewandt. Dabei wird
gezeigt, dass fiir die Ruinwahrscheinlichkeit des Inventar-Prozesses an Wertpapiereinheiten
in (3.9) sogar Gleichheit gilt. Fiir die Ruinwahrscheinlichkeit des Inventar-Prozesses an Bar-
geldeinheiten wird die Normierung von I.(0) durch I“'?@ in (3.10) aufgegeben. Mithin weicht
das Ergebnis vom Garmansresultat ab, wie spiter dem Abschnitt 3.2.6 zu entnehmen ist.

Bevor die Ausfallwahrscheinlichkeiten des Marketmaker bestimmt werden, werden allgemeine
Ergebnisse der Ruin-Theorie untersucht. Als Grundlage dienen vor allem [1] und [12].

3.2.1 Die Ausfallwahrscheinlichkeit eines stochastischen Prozesses

Die Ausfallwahrscheinlichkeiten eines Prozesses lassen sich elegant mit Martingalen bestim-
men. Dazu sei der Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) mit der Filtration F = (F;):>0 gegeben.
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3 Inventar-Modelle

Bei einem einseitigen Stopproblem wird ein nichtnegatives Martingal benétigt. Das néchste
aus [1] entnommene Resultat liefert die einseitige Uberschreitungswahrscheinlichkeit einer
oberen Schranke d > 0 von einem stochastischen Prozess (S(t)):>0 unter gewissen Vorausset-
zungen. ‘

Satz 3.5 ([1], IL.1.1)

Es seien (S(t))i>0 ein Prozess mit S(0) = 0 und 7 = inf{t > 0: S(t) > d} fiir d > 0, wobei
(i) (675 ) >o €in Martingal fiir v > 0,
(i) S(¢) EENRSS auf {7 = oo} ist.

e—d
E l:e'Y(S("')—d) |T<oo] ’

Dann gilt fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit: P(7 < c0) =

Beweis ([1], IL.1.1) Der Prozess (7% 0N Ft) +>p 18t nach (i) ein Martingal. Da. 7 eine Stoppzeit

ist, ist der gestoppte Prozess (e"’s (”\t),]—}) >0 auch ein Martingal.
Damit folgt
1= E[e'yS(O)] — E[e’YS(T/\O)] _ E[e’yS(T/\t)]
= ]E[e’YS(T/\t) . ]]'{Tﬁt}] + E[ef}/S(T/\t) . ]]-{7—>t}]
= El:e’YS(T) . l{TSt}:I + E[e’yS(t) . ]]-{T>t}] ‘

Da {7 < t} monoton wachsend gegen {7 < oo} fiir ¢ T co konvergiert, 14sst sich der Satz von
der monotonen Konvergenz anwenden. Mithin folgt:

E[e’)’S(T) ) ﬂ{rgt}} tooo E[e'rs(T) ) ]1{T<Oo}}_

Da 0 < e75®) < ¥ < 0o auf {r > t} ist und {7 > ¢} monoton fallend gegen {7 = oo} fiir
t 1T oo konvergiert, ldsst sich der Satz von der dominierten Konvergenz anwenden. Mithin
und, da €3 — 0 auf {7 = co} nach (ii) gilt, folgt:

t—ro0

E[e® 10n] ZFE[0- 1i7—o] = 0.

Dabher folgt insgesamt fiir ¢ T oo:

1=E[e"M 11 )] +0

—E[eM-dd) g T

= ¢"E [eW(S(T)_d)]T < 00]P(1 < 00)
el

E[e75(M)=d)|r < co]

& Pr<oo) =

Korollar 3.6 Unter den Bedingungen von Satz 3.5 gilt

P(r < 00) < 774,

Beweis Nach Voraussetzung gilt v > 0 und auf {7 < oo} ist S(7) —d > 0. Daher gilt
[67(5 —d|r < oo] < 1 und mithin folgt die Behauptung. Ol
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Fiir die Berechnung der einseitigen oberen Ausfallwahrscheinlichkeit eines stochastischen Pro-
zesses (S(t))¢>o ist also ein Martingal der Form (e75(), F}) >0 ¥ > 0, von Interesse. Weiter
liegt der Fokus auf Lévy-Prozessen. Die Prozesse in (3.7) und (3.8), deren Ausfallwahrschein-
lichkeiten letztlich gesucht werden, sind nach Lemma 3.3 Lévy-Prozesse.

Lemma 3.7 (Vgl. [12],10.3.1) Es sei (S(t))1>0 ein Lévy-Prozess und s € R, so dass E[e*®)] <
oo gilt. Dann besitzt seine Laplace-Transformierte die folgende Darstellung:

E[esS(t)] — etn(s)’ t 2 0’

wobei k : R — R gilt.

Beweis Es sei E[e55®)] =: f5(t). Die Funktion f*(t) ist stetig in ¢ > 0. Da S(¢) unabhéingige
und stationédre Zuwéchse hat, gilt fiir u,t > 0:

fs(t + U) — E[esS(t—Fu)]
B [o"(S(t+0-S(u15(0)]

urgb. E [BS(S(t—ku)—S(u))} E [GSS(U)]

Zuwéichse

stat. @ es(S(t—I—u—u))]E[eSS(u)}

Zuwichse

= O ().
Die eindeutige Losung der Gleichung f5(t +u) = f5(¢) f(u) ist f(t) = (), t > 0. O

Lemma 3.8 Es sei (S(t))1>0 ein Lévy-Prozess und s € R, so dass E[e*S (t)] < oo gilt. Dann
ist der Prozess
(esS(t)~tn(s)7]_-t)

t>0

ein Martingal.

Beweis (e35(t)—t<(9)) 1> Ist ein F adaptierter £'-Prozess. Da (S(t))s>0 ein Lévy-Prozess ist,
gilt fiir 0 <wu <t a

E [esS(t)—tra(s) )-Fu] _ 6sS(u)7tn(s)E [es(S(t)—S(u)) I‘Fu}

urgb. ess(u)—tl{(s)E[eS(S(t)_S(u))]
Zuwéchse

stat. eSS —th(s) g [eSS(t*’U‘)]
Zuwéchse
_ esS(u)—tn(s)e(t*u)"ﬁ(s)

esS(u) —uk(s) .

O

Korollar 3.9 Es seien die Bedingungen in Lemma 3.8 erfiihlt. Wenn v > 0 existiert, so dass

k(7y) = 0 gilt, dann ist der Prozess

(evs(t)’ ]'—t)tzo

ein Martingal.

Beweis Aus Lemma 3.8 folgt, dass (750 7)) _ =(e¥90-t0 7)) = (750, F)

ein Martingal ist. a
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3 Inventar-Modelle

Als néchstes folgt eine Anwendung von Satz 3.5 auf ein bekanntes Beispiel eines Lévy-
Prozesses.

Beispiel 3.10 (i) Sei (B(t))i>0 eine Standard-Brownsche Bewegung.

crzsz

Fiir eine Zufallsvariable £ ~ N (p, 02) gilt E[e%] = etst%2
Da B(t) ~ N(0,1) gilt, folgt damit fiir die Laplace-Transformierte von B (t), t > 0:

2

E[esB(t)] — 6t57.
52
Somit ist (esB(t)—t'?,E)tZO ein Martingal (siehe auch [14], 15.5.6).
(ii) Es sei (g(t)> . ein GauB-Prozess mit
[
B(t) = ut+ oB(t), u<0.

Es gilt fiir t > 0:

E [esé(t)} et (ll,s-{— 02252 ) '

o252

2 ) , E)t>0 ein Martingal nach Lemma, 3.8.

Somit ist (esg(t) ~t(us

Da fl’irfy:—i—é‘ > 0 gilt

2u  o?(—2)? 2 4(k)?
o) = S =)+ <o

p

folgt, dass (e #B .7-}) £>0 ein Martingal nach Korollar 3.9 ist.

Auflerdem gilt B(t) — —oo fiir t — oo, da B(t) einen negativen Drift p hat. Sei jetat

T=inf{t >0: B() > d}, d > 0. Da B(t) stetig ist, gilt B(r) — d = 0 auf {7 < co} und
folglich ist E[e"Y(B M=d|r < o] =1.

Nach Satz 3.5 folgt fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit daher P(7 < co) = e%d, falls p < 0
(Vel. [1], IL.1.6).

Die in Satz 3.5 hergeleitete Formel fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit eines Prozesses ist wegen
des bedingten Erwartungswertes im Allgemeinen schwer auszuwerten. Im nichsten Abschnitt
wird eine Darstellung der Ausfallwahrscheinlichkeit unter einem exponentiellen Masswechsel
hergeleitet. Die Untersuchungen sind an die Darlegungen von Asmussen in [1] angelehns.

3.2.2 Die Ausfallwahrscheinlichkeit unter einem Masswechsel

Sei (X¢)¢>0 ein stochastischer Prozess mit einem vollstéindigen separablen metrischen Raum
E und Pfaden im Skorohod Raum D(R), der mit einer natiirlichen Filtration (F;);>¢ und
einer Borel o-Algebra F versehen ist.

Es ist ein Dichte-Prozess (L;);>o gesucht, so dass P(A) = J4 LedP, A € F; gilt.
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3 Inventar-Modelle

Satz 3.11 (Vgl. [1], I1.2.2) Sei (F;):>o natiirliche Filtration auf D(R,), F Borel o-Algebra
und P Wahrscheinlichkeitsmass auf (D(R,.), F).

Wenn (L;)i>0 ein nicht negativer Martingal bzgl. ((F;):,P) ist, so dass EL; = 1 gilt, dann
existiert ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmass P auf F, so dass

B(A) = / LdP, AcF
A
gilt.

Beweis (Vgl. [1], I1.2.2) Definiere P durch P;(A) = [, LidP, A € F;.

Da L; > 0 und EL; = 1 gilt, dann ist P; ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (D(R4), F:) und es
gilt EL; < K < oo.

Somit folgt (siehe [14], 11.3.3), dass ein Lo, € L1 (Dg, F,P) existiert, wobei Lo, = limy_yo0 Ly
P f.s. und im Mittel konvergiert, und F = 0‘( Usiso ]-"t) ist. Folglich ist das Martingal (L, F¢)¢>0
durch (Lo, F) abgeschlossen.

Sei s < t,A € Fs. Dann
By(4) = / LidP
A

_ / E[L,Ly 4| F,]dP

- / E[Ly| 7. |dP
A
= / LydP
A
—B,(A).
Daher kann (P;) >0 zum Wahrscheinlichkeitsmass auf (Dg, F) fortgesetzt werden, so dass
P(A) = Py(A), A € F, gilt, was konstruktiv impliziert P(A) = [, LoodP, O

Der néchste Satz liefert eine wichtige Anwendung.

Satz 3.12 (Vgl. [1], I1.2.3) Sei (Ly); und P wie in Satz 3.11. Wenn T Stoppzeit ist und es gilt
G e Fr, G C {7 < >}, dann folgt

1 ~
P(G) = / 1 p
G M1
Beweis (Vgl. [1], I1.2.3) Mit der Martingaleigenschaft gilt E[Ly|F,] = L, auf {r < T} fiir
ein festes deterministisches 1" < oo (siehe [14], 11.2.1). Daher

/ L / Lt
en{r<t} LT can{r<1} Lrar

Lt

= /E[m ]'{Gﬂ{TST}}iFT/\T} dp

1
_ / —E[Lr|Foxrld
en{r<t} LraT

1
_ / L prdP
Gn{r<T} &7AT

= P(GN{r<T}).
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Fir T' — oo folgt 7 AT = 7,da 7 < coist, und GN{r < T} = G, da G C {7 < oo}.
Insgesamt folgt P(G N {7 < oco}) = P(G). Die Behauptung folgt mit dem Satz von der
monotonen Konvergenz. O

Der nichste Satz gibt eine dquivalente Darstellung der Ausfallwahrscheinlichkeit eines sto-
chastischen Prozesses mit dem exponentiellen Mass an.

Satz 3.13 (Vgl. [1], 11.2.4) Unter der Bedingungen von Satz 3.5 gilt

P(r < o0) = e VR [6‘7(5(7)*‘1); T < oo].

Beweis Sei G = {7 < 00}, dann ist P(G) = P(7 < 00) und da

Il

E [LLT’ T < oo]
[6_75(7—); T < oo]
[e—vde—v(S(T)—d); < oo}

— VR [e—v(S(T)—d); r< OO}

P(T < 00)
=E
=E

gilt. O

Das néchste Ziel ist die Anwendung des Masswechsels auf einen Prozess, der den Marketmaker-
Prozess verallgemeinert. Im Folgenden wird der Prozess definiert und seine Eigenschaften
angegeben, in dem Abschnitt darauf werden er und seine Eigenschaften unter Masswechsel
untersucht. Insbesondere wird die Ausfallwahrscheinlichkeit dieses Prozesses in unendliche
Zeit unter einem optimalen Masswechsel dargestellt. Zudem lassen sich Schranken fiir den
Ruin und ein Monte-Carlo-Algorithmus zur Bestimmung der Ausfallwahrscheinlichkeit unter

diesem Mass herleiten.
Als Orientierung fiir die Untersuchungen des Prozesses dienten teilweise die Quellen [1], [12]

und [4]. Jedoch betrachten die Autoren dort den Prozess Zfl:(? Y; — Bt fiir alle t > 0, der als
Verlustprozess in der Versicherungsmathematik bekannt ist.

3.2.3 Verallgemeinerung des Modells von Garman

Um auf die einseitigen Ausfallwahrscheinlichkeiten des Marketmakers zu schlieflen, wird
zunéchst ein allgemeinerer Prozess X := (X (¢)):>0 untersucht, némlich

A(t) B(t)
X(@t)=> Yi= > Z, t>0, (3.11)
=1 =1

und
- A= (A(t))t>0 und B := (B(t));>0 unabhingige Poisson-Prozesse mit Parameter o > 0
und g8 > 0,
- Y := (Y;)sen eine Folge unabhéngiger positiver nach Fy (Fy(t) = 0 fiir ¢ < 0) identisch
verteilter Zufallsvariablen, die unabhéngig von A ist,
- 7 := (Z;)ien eine Folge unabhéingiger positiver nach Fz (Fy (t) = 0 fiir ¢ < 0) identisch
verteilter Zufallsvariablen, die unabhingig von B ist,

sind.
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Im folgenden Lemma wird die Konvergenz des Prozesses in (3.11) untersucht.

Lemma 3.14 Es gilt
(i) X(t) =% —oo £s., falls aEY; < BEZ4,
(i) X(t) 2% +oo fs., falls aEY; > BEZ;,
(iii) liminfy ,oo X () = —o0, limsup,_,., X (t) = 400 falls aEY; = BEZ;.

Beweis Nach dem elementaren Erneuerungstheorem gilt (Vgl. [14], 11.5.7):
A 00
Al) oo
t .
Nach dem Starken Gesetz der Grofien Zahlen gilt (Vgl. [14], 3.3.1):

1 A(t)

t—o00
—_ Y; EY;.
A(t)é I

Mithin folgt

. | A0 B(t)
X0 =5[2v-3 )
A() B(t)
-7 [2v] 5[4
A A() B(t)
=P awl2r] - a4

2% WEY; — BEZ:.
Mithin gilt (i) bzw. (ii), falls aEY; < BEZ; bzw. aEY; > SEZ; ist.

Teil (iii) folgt aus einem allgemeinen Random-Walk Resultat, da liminf,, ,,, X (nh) = —co
f.s. und limsup,,_,,, X (nh) = oo f.s. fiir n € Nund h > 0 gilt (Vgl. [1], II1.1.2). O

Die Konvergenzergebnisse finden eile Anwendung bei der Ermittlung der Ausfallwahrschein-
lichkeit, wie im folgenden Korollar zu sehen ist.

Korollar 3.15 Sei ein Prozess (X (t))¢>0 durch (3.11) und 7 = {t > 0: X(¢t) > d}, d > 0
gegeben. Es gilt

{< 1, firalled >0, falls EX(1) <0

P(r < 00)

=1 sonst.

Beweis (Vgl. [1], II1.1.4) Es folgt unmittelbar aus (i) in Lemma 3.14, dass X (t) — —oo fiir
t — oo f.s. gilt, falls EX (1) < 0ist. Angenommen, dass dabei P(sup,~, X () > 0) = 1 gilt, d.h.
X (t) miisste mindestens einmal die Schranke 0 iiberquert haben. Da aber X () — —oo fiir t —
oo f.s. gilt, iiberquert der Prozess f.s. die Schranke 0 wieder nach unten. Durch Wiederholung
des Arguments und Induktion ergibt dies einen Widerspruch zu X (¢f) — —oo. Weiter gilt
P(sup;>o X (t) > d) < P(sup;»o X (t) > 0). Somit folgt P(7 < 0o) = P(sup;»q X(t) > d) < 1.

Aus (ii) und (iii) in Lemma 3.14, folgt, dass sup,~q X (t) = oo fiir EX(1) > 0 ist und daher
gilt P(7 < 00) = P(supy>o X (t) > d) = 1. N O
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Lemma 3.16 Sei s € R, so dass Ly(s) < oo und Lz(s) < oo gilt, wobei Ly (s) und Lz(s)
die Laplace-Transformierten von Y7 und Z; sind.

Der Prozess (eSX (t)—tr(s) .7-}) >0 ist ein Martingal, wobei
k(s) = a(Ly(s) = 1) + B(Lz(~s) - 1) (3.12)
gilt.

Beweis Der Prozess X zu dem Parameter oE(Y;) — fE(Z;) ist nach Lemma 3.3 ein Lévy-
Prozess.

Fiir die Laplace-Transformierte von Zf:(:tl) Y, t >0, gilt

0o

LAy sAW
B D] = B[ et mE 1]
k=0
= ZE[eSELlYi - ]]-{A(t):k}]
k=0
A)Y unab. ZE[CSZLI YZ]IF’(A(t) =k)
k=0
Y:); unab. o :
TS TTEEP(a0) = )
k=0 i=1
(Yi)i:iden. Z (Ly(s))k(o;;')
k=0

_ atz Othy S)

e—aeteatLy(s)
= eotlIy()-1) (3.13)
Fiir die Laplace-Transformierte von X (¢) fiir ¢t > 0 gilt
E[eX0] = E[eCE -T2
A,Bgnab [ s A(t )Y}]E[ SEB(t)Z:|
(313)  at(Ly (s)-1) BULz(~s)-1)

et(a(Ly(s)—1)+ﬁ(Lz(—s)~1)) ) (3.14)

Unter diesen Voraussetzungen und mit Lemma 3.8 folgt direkt die Behauptung.
O

Das niichste Lemma liefert eine Aussage iiber die Losungen der Gleichung x(s) = 0, unter
anderem iiber die Existenz der Losung « > 0, wobei x(s) durch (3.12) gegeben ist.

Lemma 3.17 Es seien ein Prozess X durch (3.11) mit EX (1) < 0, die Bedingungen von
Lemma 3.16 und «(s) durch (3.12) gegeben. Dann besitzt die Gleichung

k(s) =0, s e R,

eine eindeutige Lésung v > 0.
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Beweis Es gilt fiir die erste und zweite Ableitung von x(s):
0 0 0
%“(5) = OlgLY(S) + 5@112(—5)
0 0
— a—F sY1 -~ —8Z1
am e }—!—ﬂasE[e ]
= aE[Y1e™] + BE[ — Z1e*4]
02 0 0 -
—8?%(8) = OZEE [Ylesyl] + ,B%]E[ — Zle SZl]
= aR[Y{eM] + BE[Ze*] > 0.
Daraus folgt, dass k(s) strikt konvex ist. Somit besitzt «(s) hochstens zwei Nullstellen.

Eine Losung der Gleichung x(s) = 0 ist 0, da
a(Ly(0) — 1) + B(Lz(0) — 1) = a(E[e® Y] — 1) + B(E[e®?] —1) = a(1 - 1) + (1 — 1) = 0.
gilt. Da EX(1) < 0 < aEY; < SEZ, ist, gilt

%R(O) = aE[V1e""1] + BE[ — Z1e" 4]
= aE[V1] + BE[ - Z1] < 0.

Daher hat x(s) negative Steigung in Null. Also ist v > 0, wenn -y existiert, so dass k(y) =0
gilt.

Aufgrund P(Y; > 0) > 0 und P(Z; > 0) > 0 gilt Ly (s) — oo und Lz(—s) — 0 fiir s — co.
Dann folgt x(s) — oo fiir s — oco. Folglich existiert v > 0, so dass k() = 0. O

Im Allgemeinen ist es schwer v zu berechnen. Die folgenden Beispiele geben v > 0 als Losung
der Gleichung (s) = 0 unter konkreter Verteilungen der Folgen Y und Z einmal in expliziter
Darstellung und einmal als nummerische Lésung an.

Beispiel 3.18 Es sei X durch (3.11) gegeben.
(i) Seien Y; = Z; =1 fiir i = 1, 2..., dann gilt:
Ly(s) = E[esyl] =eé’
und
Lz(—s) = E[e_szl] =e °.
Mit (3.12) folgt somit (s) = a(e’ —1) + B(e™* —1).
Fir s = ln(g) = 0 gilt

a(em(g) _1)+5(e—ln(§) —1> :a<§—1)+ﬂ(%—1) =B—a+a—B8=

Es folgt v = ln(—g—) und somit ist (el"(g)X(t),]—}) . nach Korollar 3.9 ein Martingal.
t>

(ii) Seien Y; =y, Z; = z fur i = 1,2..., y,z > 0 dann gilt:
Ly(s) =E[e™] = %

e

und
Lz(—s) = E[C_szl] = e %%,
Mit (3.12) folgt somit x(s) = a(e® — 1) + B(e™*% — 1).
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3 Inventar-Modelle

Die Losung der Gleichung v > 0 kann in diesem Fall nicht explizit angegeben werden. Die Ab-
bildung 3.2 widerspiegelt eine Simulation der Funktion x(s) mit konkreten beliebig gewshlten
Parametern «, f3,y, z und ihre Nullstellen. Die Nullstelle v > 0 wurde numerisch angenéhert
(sieche Anhang B).

[Te) 1
o ' Parameter
: a=10
< | B=15
) 1 z=4
o 7| :
O :
v o :
5 - :
S L2 e
o 1
! v~ 0.04037984
7 -

I I I I
-0.02 0.00 0.02 0.04 0.06

S

Abbildung 3.2: Simulation der Funktion (s) und die Nullstelle v > 0.

Das niichste Lemma liefert eine Approximation fiir v > 0 als Losung der Gleichung a(Ly (s)—
1)+ B(Lz(—s) — 1) =0.

Lemma 3.19 Es sei x(s) durch 3.12 gegeben, wobei aEY; < fEZ; gilt.

Wenn oEY; — BEZ; gilt, dann ist

2(BEZ1 — aEYh)
aEY}? + BEZ?

die Lésung der Gleichung x(s) = 0.

Beweis Sei s € R und 0 < ¢ € R eine Zufallsvariable mit L¢(s) < oo, dann gilt mit der
Taylor-Reihen-Entwicklung

E[et] = E[i(i%}

Konver. m—ro0

L - S"E[E”

n=0

dom- i R {Z (Sf!)n}
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3 Inventar-Modelle

o0

SnE n
- Z n['ﬂ

n=0

Der Satz von der dominierten Konvergenz lisst sich anwenden, da
‘ i (s6)"

|

— nl

mit EM = E[e% + e=%¢] = L¢(s) + L¢(—s) < oo gilt.
Nach Korollar 3.15 gilt fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit P(7 < c0) < 1, falls aEY; < SEZ;
gilt oder P(7 < 00) = 1.

Falls aEY; — BEZ; gilt, folgt somit P(7 < co) — 1. Da nach Satz 3.6 P(1 < o0) < e 74,
d > 0, gilt, folgt insgesamt v — 0.

E — I8¢l s€ —s€ __.
< . o el <e% 4 e =M
n—

Daher gilt mit der Taylor-Approximation:

2EY2
Ly(y) =E[e™] ~ 14+9EY; + 11,

2EZ2
Lz(—fy) = E[eryzl] ~1—-~vEZ; + il 5 L

Weiter folgt

&(y) = a(Ly(y) = 1) + B(Lz(—7) — 1)

~a (1 +9EY; + 721?/12 - 1) +8 (1 —EZy + 72]22% - 1)
—a (vEYl n ﬂgylz) 8 (—vEZI i )
und
k() =0

2EY2 2EZ2
& a(’VElﬁ+7 5 1)+ﬁ(—7EZ1+7 5 1) ~ 0
aEle 6IEZ% 9
—_— ~ 0
2 3 )7
EY? EZ?
alLly + PEZ] ~y
2 2

& (aEY; — BEZ;)y + (

~0

& v ((aEY1 — BEZy) + (

_ 2(BEZ; — aEY7)
~ aEY? + BEZ?

Beispiel 3.20 (Fortsetzung von Bsp. 3.18, (ii))
Nach Lemma 3.19 folgt fiir « =10, 8 =15,y =5, z = 4:

Z(ﬁz—ozy)_2(,3z—ay)_2(15-4—10-5)__2_
K ay?+ P22 ay?+ 522 10-52+15-42 49

~ 0, 04081633.
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o} B lylz]| ay | Bz | v numerisch | v nach Lemma 3.19
10 | 1524 20 |60 || 0.3910689 0.2857143

7T |15 44| 28 |60 || 0.1905368 0.1818182

8 |15(3 |4 32 | 60| 0.2676804 0.2307692

10 | 154 (4| 40 | 60 | 0.1013665 0.1

10 [ 15|54 50 | 60 | 0.04037984 0,04081633

11 (15|54 | 55 | 60 | 0.01930467 0.01941748
11,5 | 15 | 5 | 4| 57,5 | 60 | 0.009450394 0.009478673
11,8 |15 | 5[4 || 59 | 60 0.003734 0.003738318

Tabelle 3.1: Approximation von + fiir verschiedene Parameter

In der Tabelle 3.1 ist «y fiir verschiedene beliebig gewahlte Parameter einmal mit einer nume-
rischen Methode angenihert und einmal nach Lemma 3.19 approximiert worden. Es ist zu
beobachten, dass je niher ay an [z liegt, desto exakter ist die nach Lemma 3.19 approximierte

Losung der Gleichung x(s) = 0.

Im nichsten Abschnitt werden die Eigenschaften des verallgemeinerten Prozesses und sei-
ne Ausfallwahrscheinlichkeit unter Masswechsel hergeleitet, die einfacher zu handhaben ist.
Insbesondere ist der Masswechsel fiir die Simulation des Prozesses niitzlich.

3.2.4 Die Eigenschaften des verallgemeinerten Marketmaker-Prozesses unter
Masswechsel

Der im Abschnitt 3.2.2 eingefiihrte exponentielle Masswechsel erhélt die Struktur eines sto-
chastischen Prozesses und ist ein leistungsfihiges Werkzeug bei der Untersuchung seiner Aus-
fallwahrscheinlichkeit (siehe [12]). Unter anderem lésst sich mit dessen Hilfe die Ausfallwahr-
scheinlichkeit in der stochastischen Simulation effizient approximieren (Vgl. [4]).

Es sei (Q,F,P), Q@ C D(Ry), ein kanonischer Wahrscheinlichkeitsraum mit der natiirlichen
Filtration F = (Fi)s>0 und (X (¢))s>0 ein Prozess in (3.11) und x(s) in (3.12).

Sei § € R so, dass E(e?X®)) < co. Der Prozess (eex(t)—m(o))t>0’ f € R ist nach Lemma 3.8
ein Martingal unter IP. Folglich ist LY := X () —11(9) ein Dichte-Prozess unter dem im Satz
3.11 definierten Masses P? auf (2, F), so dass

dp?
— =L t>o0, 3.15
dP |7, ’ - ( )

gilt.
Der folgende Lemma liefert die Eigenschaften des Prozesses (X (t))i>0 unter IPY.

Lemma 3.21 Es sei 6 € R so, dass E(e?X®)) < co und (Q, F,P?) ein Wahrscheinlichkeits-
raum. Es sei X ein Prozess in (3.11) und k(s) in (3.12), ndmlich

A(t)

(t)
X(t) := ZY; — ZZZ" t > 0.
=1 i=1

und

K(s) = a(Ly(s) = 1) + B(Lz(=s) = 1), s€R.
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Dann ist X beziiglich des Masses PY in (3.15) wieder ein Lévy-Prozess mit den Parametern:

k%(s) = k(s + 0) — k(0)

und

059 = o_xLy(e), L%(S) - %(‘g)e)’

B = BLs(-0), L) = 20
Beweis

Nach Lemma 3.16 gilt fiir die Laplace-Transformierte von X (¢) fiir ¢t > 0
]E[esX(t)] — etn(s).

Unter der Anwendung von Satz 3.11 fiir 0 < ¢ < T gilt
E[eXO] = / X () gt

_ / X (1) X (T)~Tr(6) gp

stat. Zuw. /esx(t)+0(X(t)+X(T—t))—Tn(G)dlp

_ / (S+HOX () +0X (T—1)~Tr(0) gp
unab. Zuw. el(s+0)+H(T—t)r(6)~Tx(6)
QA (s-+6)—tr(0)
(HA(5+6)—k(0))
Es folgt £%(s) = k(s + 0) — k(6). Weiter gilt
w(s) = aLy(s +6) - 1) +8(La(~s—0) - 1) - a(Ly(G) - 1) . ,B(LZ(-—H) - 1)
= a(Ly(s+6)—1- Ly (8) + 1) +B(La(-s—0) =1~ Ly(~6) + 1)

Der Koeffizientenvergleich der Funktionen x%(s) und (s) liefert die Behauptung.

Fiir 0 < uw <t gilt mit der Bayes-Formel

LG
E? [GS(X(t)—X(u))‘]:u] —F {L_ges(X(t)—X(u)”}"u}

u
0X (t)—tr(6
{e_”m_()esm(t)—xmm P J
X (u)—ur() u
— o~ th(0) Jur(O) [eeoc(t) —X () gs(X ()~ X (w))| fu]
— RO [e(e+s)(X<t—u)) ] ;UJ

— O [e<e+s)(x<t—u>)]
— e(u—t)l{(@)e(t—u)m(ﬂ—i—s)

— =) (s(0+5)—r(6))
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Folglich sind die Zuwichse unabhéingig und stationsr unter P. ]

Bemerkung 8.22 Die Ausdriicke

I4(s) = —L‘;:(:(Jg)(” und L“’Z(—s):————LZL(Z_(S_ ‘9‘)@

implizieren

R@ =1 | i) wd Fo) = s [ e 0drate)

Der folgende Satz liefert die Ausfallwahrscheinlichkeit von X unter PP.

Satz 3.23 FEs seien X durch (3.11) mit EX(1) < 0, 7 = inf{t > 0: X(¢) > d}, d > 0, und
v > 0 so, dass k() = 0 gilt, gegeben.

Dann gilt

P(r < 00) = e VIEY [6_7(X(T)_d)].

Beweis Da EX(1) = aEY; — fEZ; < 0 gilt nach Lemma 3.14 X (¢) = —oo.
Mit Lemma 3.21 und Bemerkung 3.22 folgt

E'X (1) = o E"Y; — BTETZ,
~ aLy(y) [vaF}w) - pLa(—) [ 2aFye)

—aly(0) = [ vemar () ~ BLs(-)

= oLy () + B - L ()
Y Y

= 5{/’{’(7) > 07

da «y > 0 die Nullstelle von (s) = 0 ist und x(s) an der Stelle y positive Steigung hat. Daher
gilt nach Lemma 3.14 X (t) — +oco unter P?. Dann tritt der Ruin f.s. ein und somit folgt

PY(1 < 0o0) = 1 und mit Satz 3.13 die Behauptung. O

Im allgemeinen Fall ist E7 [6_7()( (T)_d)] nicht leicht auszuwerten. Da [E? [6'7(X (T)_d)] <1
gilt, kann die Ausfallwahrscheinlichkeit durch die Ungleichung P?(7 < 00) < e~7¢ nach oben
beschrénkt werden.

Diese Schranke kann jedoch noch verfeinert und eine untere Schranke angegeben werden.
Die Vorgehensweise im Beweis des nichsten Lemmas stiitzt sich an [4], 6.11, wobei dort der

Prozess Z;-A:(? Y; — t betrachtet wurde.
Lemma 3.24 Unter den Bedingungen von Satz 3.23 gilt:

inf g(z)e " < P(r < 00) < sup g(z)e™ ", | fiir alle d > 0,
z20 >0

Jiy>oy Fy ()

ist.
Jiysay €7 Fy (dy)

wobei g(z) =
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XN
X (T )|rmvmimimimimm e ——
d B USROS,
o~ YA(r)
X(‘L'—) _________________________________________________________________________________ *~—
-—_—
PO T t

Abbildung 3.3: Ein Pfad des Prozesses (X (¢))¢>0 auf {7 < oo}

Beweis Der Prozess (X (t))i>0 erreicht zum Zeitpunkt 7 = inf{t > 0 : X (¢t) > d} die
Schranke d > 0, indem er einen Sprung der Gréfle Y4(,) nach oben macht. d — X (t—) > 0 ist
die Reserve unmittelbar vor dem Ruin und X (7) — d > 0 ist der Uberschuss nach dem Ruin,
wobei X (7—) = lim, », X (u) ist. Die Abbildung 3.3 veranschaulicht dies.

Dabei gilt Y4(;y > d — X(7—) und B(7) = B(7—).
Mithin folgt
PY(X(r) —d < y,d— X(1—) =)

A(T) B(T) A(r—) B(r-)
= P ZY ZZ~d<y,d—ZY+ZZ—m
A(r—) B(r—) B(r-)

= P | Yum) + ZY-— Z Zi—d<vy, d— ZY+ Z Zi=1x

o0 A(r—)  B(r-) A(r-)
= Y P YA(T+ZY—ZZ—d<y,d—ZY+ZZ—-xA =k
k=0 i
oo B(t—)
= Y Yk+ZY-—ZZ—d<y,d EY—I—ZZ—I Y >z
k=0 7
[e%s) k—1 B(r-)
= Y P | Y-z<y d-) Yi+ Y Zi=z,Yi>=w
k=0 =1 i=1
unab. PY (Y S S &
tat - <y, Y >z) Y PV d-) Yi+ Zz_x
k=0 =1 i

) ) k—1 B(r-)
FEM PV -2 <y, Yy >3) Y P (d Yi+ Z — )
] =1

k=
S
Yzlden P’Y(]/l - <y{Y'1 >x)z

unab

k—1 B(r-)
PV d=> Y+ Y Zi=z, Y, >z

=1 i=1
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%) k-1 B(1-)

= PM-e<yViza)) P |Yi-220,d-) Yit+ Y Zi=g A(r)=k
k=0 i=1 i=1

= P'(Y1—z<ylY1 >x)

B(T— k—1 B(T
va(ykd+ZYZZ>0d ZY+ZZ_3:A k)

Weiter gilt fiir die bedingte Verteilung des Uberschusses

PY(X(7) —d < yld - X(7—) = z)
PY(X(r)—d>y,d— X(7—) = x)

PY(d— X(7—) =x)
IP)’Y(X(T) —d>0,d—X(7—) :x)

PY(d—-X(r7—) =x)
= PPV —z<yY1 >2)P"(X(1) —d >0|d — X(7—) = z)

=1 fs.

= ]P”(Yl —z<yl¥1 > a:) (3.16)

= P'(V1 —z <y|¥1 >2)

Bezeichne nun H7(z) = PY(d — X (7—) < z), Vz > 0, dann folgt

EY [e“V(X(T)—d)} — R _]Efy [e~'y(X(T)—d)|d . X(T__)H
_ g [e—W(X('r)—d)|d —X(r—) = :c] H’y(da})]
(3;6) IE’Y _IE'Y [e—’)’(Yl‘“at) lYi Z .Z':| ny(dx):|
=1 pY
— BV |e” Jpvizey 7P H”(dx)}
i e~
— EY |ev® f{yzw} f‘y(dy) H(dz)
f{y>m} Fy (dy)
Bem. 3225y | yo Ly(fy 7 Jysay €V Fy (dy) o (d:c)jl
@ Jzay VY (49)
— EY|e® Sz ¥ () H(dz)| .
f{yzz} e'nyY(dy)
Weiter gilt
inf f{yzz} P (dy) < EY [e*V(X(T)—d)] < sup — f{yzz} F (dy)
z>0 j{ S }eV(y m)Fy(dy) - 250 j{yzz} ew(y—m)FY(dy)
und somit folgt mit Satz 3.23 die Behauptung. O

Beispiel 3.25 Sei Fy = I'(2, ) mit der Dichte f(z) = o?ze™**, ,a > 0. Mit Verwendung

34



3 Inventar-Modelle

von
(y—a)y 0o
/ a2ye(’.)’ a)ydy __ a2 (ye 1 / e(’y—a)ydy>
T T ’Y — Qg
(’Y a):c (v—a)z
_ a2( e 1 eV >
'y —a 77—«
o (17T — gel1—0)z(y _ o)
=
( (7 —a)(y— o) )
a2 (1 — g(y — a))
(v—a)(y— o)
gilt
f{y>m} FY (dy)
9(z) = f Y(y—=) Fr(d
{y>z }e Y( y)
I fy)dy

e fy)dy
_Jp Pyemdy

_fxoo e7(y—2) azye—aydy
€1 [ a’yemWdy

o fmoo azye(’Y—a)ydy
e (14 az)(y — a)?
 a2el1=2(1 — z(y — a))
_(1+az)(y-a)’
Ca?(l-z(y—a)

Mithin folgt

Itoz)(y—0) (1+a-0)(y-a)f (a—9)?

inf g(x) = inf

>0 e>002(l1—z(y—a)) a2(1-0-(y—a)) o2
und
. oy (tan)y e G+a@)z(y—a)®  aly—a)?® a—~n
wz%g( z) = S a?(1l —z(y — @) = (i —(y—a)z -?(y—a) a

Daher folgt

2
(@=7)° _ g [ (X-d] < 27
a2 = T«

Im néchsten Satz werden die bisher hergeleiteten Ergebnisse angewandt, um die Ruinwahr-
scheinlichkeit des Prozesses X unter konkreten Verteilungen der Folgen Y und Z zu berech-
nen.

Satz 3.26 Es sei jetzt der Prozess X in (3.11) mit exponentiell verteilten Folgen Y und Z
zu den Parametern p > 0 und v > 0 gegeben und sei 7 = inf{t > 0: X (¢) > d}, d > 0.

Dann gilt fiir die Ruinwahrscheinlichkeit des Prozesses X :

a(u—;—y) ,LL,B vo
P(r < 00) = {#(5—1—04) 6:15p( Fra d) falls av < B
1

sonst.
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Beweis Es gilt:

(o,0] [e.0] /,[
Ly(s) = / e ue Fdx = ,u/ ey = 2 o<y
0 0 H—=3s

und

o0 &0} v
Lz(—s) = / e re"dr = y/ el=s )2y = , —s<u.
0 0 v+s

Damit folgt x(s) = a(45 — 1) + B(;%5 — 1) mit (3.12). Es gilt fir s # 0

e -
k(s) =0
B2 o+ vh —p£=0

H—38 v+s

& po(v +5) — alp—s)(v +5) + vB(i— 5) — Blu— 5)(v + 8) = 0
@uau—!—,uas—a,uz/—ags+aus+as2+vﬁu"Vﬂs-,3,ul/—ﬂus+ﬂys+ﬁs2:0
& avs + as® — Pus + Bs2 =0
& (B+a)s’ + (av — fu)s =0
& s((B+a)s+ (av—pu)) =0

Pu—av

B+«

> 8=

Bu—av _ Bu—av

Somit ist (e BTa X (t)’ft>t20 nach Korollar 3.9 ein Martingal mit v = =52=.

t—o00 B

Es gilt nach Lemma 3.14 X (¢) — —oo fiir oY) < fEZ; & 2 <5 & av <fp.
Da Fy(z) = e #* gilt, folgt fiir g(z) in Lemma 3.24

_ Fy(z)
9(33) - fzoo e,y(y_m)FY (dy)
e KT

o fm‘x’ eY(W—2) e—Hydy
e(y—m)z
- fm"o pueY=mydy
8(7_“)"1;

—H o(v—p)z
e
y—u

B

1

Bu—av
b~ fra

u
—Bp+av+p(B+a)
u(B + )
_alvtp)

p(B+a)

Da die untere und die obere Schranke zusammenfallen, ist der Erwartungswert exakt, ndmlich

EY [e‘V(X (T)_d)} = z—((;:[—gg Nach Satz 3.23 und Korollar 3.15 folgt mithin die Ruin-Wahrschein-

lichkeit von X, wie angegeben. O
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3.2.5 Monte-Carlo-Simulation unter Masswechsel zur Berechnung der
Ausfallwahrscheinlichkeit

Nach Satz 3.23 gilt fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit des Prozesses (X;);>0 in (3.11)
P(T < 00) = e 1IRY [e“v(X(T)'d)}. (3.17)

Der Ausdruck EY [e‘V(X(T)_d)J kann nach Satz 3.26 exakt ausgewertet werden, wenn die
Folgen (Y;); und (Z;); exponentiell verteilt sind. Jedoch, wie schon erwihnt, ist dies im
Allgemeinen nicht moglich. Neben den Schranken in Lemma 3.24 l4sst sich die Ausfallwahr-
scheinlichkeit unter dem exponentiellen Mass P?, wobei v > 0 die Losung der Gleichung
k(s) = 0 ist, wie folgt effizient simulieren (Vgl. [4], Abschnitt 6.3.3, wobei dort die Formel
(3.19) nicht korrekt angegeben ist, vermutlich durch einen Tippfehler).

Algorithmus 3.27
e Simulation der n Pfade des Prozesses (X:)i>o unter dem Mass P7 bis zum Ruinzeit-
punkt.

e Berechnung des Uberschusses zum Ruinzeitpunkt X*(7;) — d fiir i € {1,...,n}, wobei
7 = inf{t > 0: X*(t) > d} ist.
e Berechnung des Schitzers vom Uberschuss zum Ruinzeitpunkt durch

n

0= % > (Xi(m) —d). (3.18)

i=1
e Berechnung der Ausfallwahrscheinlichkeit durch
P(T < 00) = e VIRY [6_79} = ¢~ (d+8), (3.19)

Die Ausfallwahrscheinlichkeit des Prozesses wird im unendlichen Zeithorizont betrachtet. Bei
der Simulation der Pfade unter dem Mass P7 tritt der Ruin nach Satz 3.23 f.s. ein und somit
terminiert der Algorithmus.

Der einzige Zufall in (3.17) liegt in dem Uberschuss. Wenn d grof gewihlt ist, ist der
Uberschuss vergleichsweise klein. Der relative Fehler ist somit in Anbetracht von (3.19) be-
schrankt und folglich ist diese Methode effizient [4].

Im folgenden Beispiel wird der Algorithmus zur Berechnung der Ausfallwahrscheinlichkeit
fiir eine Verteilung, fiir die keine exakte Darstellung des Ruins existiert, unter konkreten
willkiirlich gewahlten Parametern angewandt.

Beispiel 3.28 Seien Y; = y, Z; = z fir i = 1,2..., y,z > 0 in Prozess X = (X;);>0 mit
a=11, =15,y =5, z = 4. Es gilt v = 0.01941748 nach Tabelle 3.1 und Ly (y) = €7,
Lz(—7) = e 7% nach Beispiel 3.18, (ii).

Daher folgt nach Lemma 3.21 fiir die Parameter des Prozesses X unter dem Mass P7:
o = aLy(y) =11 - 0019417485 — 19 19152,
BY = BLz(—y) =15 ¢ 0019417484 = 13 87905.

Nach Bemerkung 3.22 folgt fiir die Verteilungsfunktionen der Folgen Y und Z unter dem
Mass P7:

F(z) = ﬁv) | emarvw = 5 [ ovarv) = B,
Fg(x) T 7)/ e dFz(z ——/ e *dFz(y = Fz(x).
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n T X(r)—d | n T X(r)—d
1 | 0.0694 0 o1 | 0.0784 1
2 | 2.3245 4 02 | 0.1278 0
3 | 0.7123 2 53 | 0.5107 2
4 0.135 1 54 0.079 0
5 | 5.4526 1 55 | 0.4023 2
6 | 2.8978 0 56 | 0.0252 0
7 | 0.4317 2 57 | 2.4446 2
8 | 2.4121 1 o8 | 1.6939 0
9 0.108 0 29 | 2.3253 0
10 | 0.5389 1 60 | 0.1799 1
11 | 0.3841 1 61 | 0.0857 0
12 | 0.9422 0 62 | 0.3945 3
13 | 0.5212 0 63 | 0.5717 4
14 | 0.0983 0 64 | 1.1006 1
15 | 7.2032 3 65 | 0.3822 4
16 | 0.7201 2 66 | 1.3449 1
17 | 0.246 0 67 | 20.4935 3
18 | 0.375 3 68 | 0.1459 1
19 | 0.2272 2 69 | 6.5792 2
20 | 0.878 1 70 | 0.0534 0
21| 9.3174 0 71 | 0.1392 0
22 | 3.3967 1 72 | 1.1555 4
23 | 4.2829 0 73 | 2.3032 0
24 | 5.158 4 74 | 2.1135 3
25 | 1.9539 0 75 | 10.5867 4
26 | 0.0569 0 76 1.255 2
27 | 1.6898 1 77 | 0.0912 0
28 | 0.7558 0 78 | 0.8501 1
29 | 1.3292 0 79 | 0.3528 4
30 | 0.0653 1 80 | 0.1381 3
31 | 0.0428 0 81 2.014 3
32 | 0.4048 0 82 | 0.0794 1
33 | 0.0844 0 83 | 1.2382 2
34 | 0.162 1 84 | 0.0389 0
35 | 0.0549 0 85 | 1.4445 3
36 | 0.0249 0 86 | 5.4035 4
37 | 13.0465 0 87 | 0.5135 3
38 | 6.0321 3 88 | 0.0178 0
39 | 0.0259 0 89 | 9.2392 0
40 | 2.6555 2 90 | 0.5754 2
41 | 0.2282 0 91 0.056 0
42 | 5.2484 1 92 | 4.3471 1
43 | 0.2699 0 93 | 6.0798 0
44 | 0.1682 0 94 0.242 3
45 | 0.2699 3 95 | 0.6242 3
46 | 0.1206 1 96 | 0.3238 3
47 | 0.1526 0 97 | 0.0126 0
48 | 0.1232 1 98 | 11.5626 0
49 | 0.3864 0 99 | 0.2115 1
50 | 0.1874 2 100 | 0.3889 4

Tabelle 3.2: Simulation der Ruinzeitpunkte und der Uberschiisse von n Pfaden des Prozesses

X unter Masswechsel 38
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Abbildung 3.4: Plotte der Pfade des Prozesses X unter Masswechsel im konstanten Fall
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Nach dem Masswechsel erhélt der Prozess nach Satz 3.23 einen positiven Drift, namlich

E'X1)=a"-y—p7-2
= 12.12152348 - 5 — 13.8790467 - 4
= 60.6076174 — 55.5161868
— 5.0914306 > 0,

so dass bei der Simulation der Pfade des Prozesses Ruin f.s. eintritt.

In der Tabelle 3.2 sind die Ruinzeitpunkte und die Uberschiisse zu den Ruinzeitpunkten von
n = 100 simulierten Pfaden des Prozesses X unter P gegeben, wobei d = 10 gewéhlt wurde.
Die Daten sind auf die vierte Nachkommastelle gerundet.

Mithin folgt © = 2 3" | (X%(r;) —d) = 1.26 und P(7 < c0) = e~ 7(4+®) = 0.8036103 und fiir
den geschitzten Ruinzeitpunkt 7 = 1 3" | 7; = 1.86789.

In der Abbildung 3.4 sind beispielhaft ein zweiter, ein dritter und ein achter simulierter Pfad
des Prozesses unter dem Mass P? dargestellt. Auf der Zeitachse sind die Ankunftszeitpunkte
der Folgen Y und Z mit roten und blauen Markierungen jeweils hervorgehoben. Zugleich ist
der Ausfallzeitpunkt und der Ruiniiberschuss jedes Pfades gegeben, die auch aus der Tabelle
3.2 entnommen werden kénnen.

Die Daten in der Tabelle 3.2 und der Plot des Prozesses in der Abbildung 3.4 wurden mit
dem im Anhang C gegebenen Code erzeugt.

Hier noch ein Beispiel mit einigen Simulationsdaten fiir verschiedene beliebige Parameter mit
exponentiell verteilten Folgen Y und Z.

Beispiel 3.29 Seien Y; ~ Exp(p), Z; ~ Exp(v) fiir i = 1,2... im Prozess X = (X;)s>0.

Es gilt v = éﬂﬂ}r—%—lf und Ly (y) = ﬁ%’ Lz(—v) = 4 nach Satz 3.26.

Fiir die Parameter o” und £7 gilt wie oben a” = aLy(y) und 87 = BLz(—v) nach Lemma
3.21 und nach Bemerkung 3.22 folgt fiir die Verteilungsfunktionen der Folgen Y und Z unter

dem Mass P7:

Fl(z) = 1 /OO WdFy (y) = Lot /°° Y e M dy
LY('.)/) T 2 T
(ee]
=(p—~) / 6(v—u)ydy — e—(u—”r)m’
1 S v4+y [ _ _
- — vz — vz vy
Fy(x) Tr (=) /m e *dFz(z) > /z e Pve dy
x

Somit gilt u?¥ = pu — vy und ¥ =v + 7.

Unter den Parameter o”, 87, 17, v¥ werden Pfade des Prozesses X simuliert und die auf vierte
Nachkommastelle gerundeten Ergebnisse sind in der nachfolgenden Tabelle 3.3 zu finden. Die
Implementierung dazu befindet sich in Anhang C.

Die Ausfallwahrscheinlichkeit P(7 < oco) wurde nach Satz 3.26 exakt ausgewertet und die
Ausfallwahrscheinlichkeit P(7 < co) mit Algorithmus 3.27 geschiitzt. Es ist zu beobachten,
dass die simulierten Daten effizient sind und die Ausfallwahrscheinlichkeit konvergiert gegen
Eins, falls v gegen fu konvergiert.

In der Abbildung 3.5 ist exemplarisch ein Pfad des Prozesses X mit den Parameter oo = 9,
B=10, u =7, v =7, d=8 und ein Pfad mit den Parameter « =9, 8 =10, p =1, v = 1,
d = 4 dargestellt.
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a | B | p v o B u v | P(r < o0) | P(T < 00)
10 15| 5 | 4] 13.8889 | 11.1111 3.6 5.4 9.8e-06 9.2e-06
10 [ 12| 5 | 4] 12.2222 | 9.7778 || 4.0909 | 4.9091 | 5.68e-04 5.63e-04
10 (15| 5 | 6| 11.3636 | 13.6364 4.4 6.6 0.0072 0.0071
12 |11 |65 |5 13 10 6 9.5 0.0169 0.0168

9 |10 7 |7 9.5 9.5 6.6316 | 7.3684 0.0497 0.0496
9 (11| 7 | 8| 9.3333 | 10.6667 || 6.75 8.25 0.1305 0.1305
10 | 15| 5 | 7| 10.4167 | 14.5833 4.8 7.2 0.1938 0.1938
10 | 15| 4.9 | 7 | 10.2941 | 14.7059 || 4.76 7.14 0.3169 0.3166
105 | 15| & | 7| 10.625 | 14.875 | 4.9412 | 7.0588 0.6173 0.6173

Tabelle 3.3: Vergleich der Ausfallwahrscheinlichkeiten unter verschiedenen Parametern fiir
n = 1000 und d = 8
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Abbildung 3.5: Plotte der Pfade des Prozesses X unter Masswechsel im exponentiellen Fall

Anhand der hergeleiteten Ergebnisse werden als niichstes die Ausfallwahrscheinlichkeiten des
Marketmakers berechnet.
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3.2.6 Die Ausfallwahrscheinlichkeiten des Marketmakers

Der Marketmaker hélt I5(t) Wertpapiereinheiten und I.(¢) Bargeldeinheiten zum Zeitpunkt
t, die durch die Gleichungen (3.7) und (3.8) gegeben sind. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 hélt der Mar-
ketmaker nach Voraussetzung I5(0) > 0 Wertpapiereinheiten und I.(0) > 0 Bargeldeinheiten.

Der Parameter \,(p,) kann als die Wahrscheinlichkeit interpretiert werden, mit der der Mar-

ketmaker einen Kaufauftrag des Kunden ausfiihrt bzw. ein Wertpapier (¢; = (p4, Y;), wobei
Y; = 1) verkauft. \y(pp) ist dementsprechend die Wahrscheinlichkeit, mit der der Marketma-

ker ein Wertpapier kauft.
Der Parameter pgA,(pa) bzw. ppAs(py) kann als die Wahrscheinlichkeit interpretiert werden,
mit der der Marketmaker eine Bargeldeinheit bekommt bzw. verliert.

Der folgende Satz liefert die Wahrscheinlichkeiten des Ausfalls beziiglich des Wertpapie-
rinventars limy oo Ro(t) = P(inftzg Ii(t) < O) und des Bargeldinventars lim: ,o0 Qo(t) =
]P’(inftzo I.(t) < 0) in unendlicher Zeit.

Die Ergebnisse werden mit Hilfe der in vorherigen Abschnitten ausgearbeiteten Technik her-
geleitet und, wie schon erwihnt, weichen sie von den durch Garman genannten Ergebnissen
in (3.9) und (3.10) ab.

Satz 3.30 Es gilt

Ja(pa) ) (% falls X X
lim Ro(t) _ (Ab(Pb)) P S a(pa) < b(pb) (320)
t=roo 1, sonst
und
Ce1e(0) falls pp)
lim Qo(t) ~ { e : alls ppAo(py) < Para(Pa) (3.21)
t—00 1, sonst,

2(Aa(Pa)pa—A6(Pb)Pb)

X6 (P6)P2+Aa (pa) P2 gilt.

wobei e 0 < (C <1 und v~

Beweis Seien Y; = Z; = 1,i = 1,2... in (3.11), dann folgt X (¢) = A(t) — B(t), t > 0.

Nach Beispiel 3.18 (i) ist (el”(§>x<t>,ﬂ)t>0 ein Martingal mit = in(£) > 0.

t—o0

Nach Lemma 3.14 folgt X (t) — —oo fiir a < .

Mit 7 = inf{t > 0 : X(¢) > d}, 0 < d € N, und, da der Prozess X um genau +1 zu den
zufilligen Zeitpunkten springt, gilt X (7) = d. Daher folgt

EY [B—W(X(T)"d)] =R [6—7-0] =1.

Nach Satz 3.23 und Korollar 3.15 folgt mithin fiir die Ruin-Wahrscheinlichkeit von X:

e—Zn(g)d — (%)d, falls o < 8

P(r < o0) =
1 sonst.

Es seien d := I;(0), A := N, und B := N, dann ist @ = M\a(pa), 8 = Ao(pp). Somit gilt

L) =d—X(), >0,
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und mit

T=inf{t > 0: X(t) > d}
=inf{t >0:d— X(¢) <0}
=inf{t > 0: I;(t) <0}

folgt direkt die Behauptung zu (3.20).

Esseien Y; =y, Z; = z,i = 1,2... in (3.11), somit folgt X () = Zf:(? y—ZiB:(? z,t > 0. Nach

Beispiel 3.18 (ii) besitzt v > 0 keine explizite Darstellung. Falls ay — Bz gilt, kann ~ nach
Lemma 3.19 durch

2(BEZ; — aRY7)  2(Bz — ay)
oEY? + BEZ?  ay? + 22

approximiert werden.

Weiter sind die Schranken nach Lemma 3.24 fiir EY [6‘7(X (T)_d)] gesucht.

- Py (dy 1>z —(y—=) s v >
() = Juzay Frldy) {y>a} _{6 ; falls y > =

f{ny} W=m) Py (dy) Liy>zpe’®=2) o, sonst.

inf — inf e YW—2) — o~y
infg(z) =infe e,

sup g(x) = sup e—'Y(y_z) — e—’Y'O =1.
>0 >0

Daher folgt
e < Y [e—W(X(T)ﬂi)} <1.

Nun seien jetZt d = IC(O)’ A= Nba B := Na7 Y = Dby 2 = Pa, dann sind o = Ab(pb)a
B = Aa(pa)- Somit gilt
L(t)=d-X(t), t>0,

und daraus folgt analog die Behauptung zu (3.21). t

Die Ausfallwahrscheinlichkeit des Inventar-Prozesses an Bargeldeinheiten in (3.21) ist auch
fiir konkrete beliebig gewéhlte Parameter in Beispiel 3.28 simuliert worden.

Die weiteren Ergebnisse beziiglich der Strategie des Marketmaker gibt Garman in [3] ebenfalls
ohne Beweise und Verweise auf andere Quellen an.

Von Nutzen ist die Bedingung in dem folgenden Korollar:

Korollar 3.31 Die Ausfallwahrscheinlichkeit des Marketmakers ist kleiner 1, wenn fiir den
Marketmaker-Spread s := p, — p, > 0 gilt.

Beweis Aus den Nebenbedingungen in (3.20) und (3.21) folgt, dass die Ungleichungen
)\a(pa,) < Ab(pb) und pb)\b(pb) < pa/\a<pa)
gleichzeitig erfiillt sein miissen. Es gilt einerseits

)\a(pa) < 1 (*)

Aa(Pa) < )‘b(pb) A )\b(pb)
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und andererseits

Do )\a,(pa) (%) Py
Do (Py) < Para(Pa) & — < <1l= —<1.
»(Po) (pe) Do Mo(pp) Da

Daher gilt wiederum py < p,. Also muss der Marketmaker zum Beginn den Bid-Preis kleiner
als den Ask-Preis setzen, was zu s > 0 fiihrt. 0

Aus den Nebenbedingungen in (3.20) und (3.21) ist zu sehen, dass die Ausfallwahrscheinlich-
keiten auch durch die Wahl der Héhe des Startkapitals beeinflusst werden konnen. Je grofier
das Startkapital gewihlt wird, desto kleiner sind die Ausfallwahrscheinlichkeiten des Market-
makers. Auflerdem ist eine positive Drift in beiden Inventaren erkennbar. Die Aussagen iiber
Hohe der Bid-und Ask-Preise bzw. die Grofle des Marketmaker-Spreads konnen daraus nicht
hergeleitet werden.

Als niichstes gibt Garman in [3] die doppelseitige Ausfallwahrscheinlichkeit des Marketmakers
und die erwartete Zeit bis zum Ausfall in Abhéngigkeit von beiden endlichen Inventaren ohne
Beweis an. Dazu werden die Bid- und Ask-Preise gleich dem Marktrdumungspreis gesetzt.
Der Marketmaker darf nicht umschulden, d.h. einen Kredit aufnehmen oder Leerverkiufe
machen. Also kann er seine Rolle solange ausfiihren, bis ihm entweder das Wertpapier- oder
das Bargeldinventar ausgeht, d.h., dass der Prozess (I s(t)—1 S) o eine der beiden Schranken
—I; <0 < 7 trifft, wobei 7 die normierte Anzahl von Bargeldeinheiten ist.

Satz 3.32 Es sei p, = pp = p*. Dann ist A\, = Ay = A*. Seien I, I. > 0 jeweils das
Startinventar des Marketmakers an Wertpapiereinheiten und Bargeldeinheiten, N 5 7 < z%
die normierte Anzahl von Bargeldeinheiten und sei

7=inf{t > 0: I,(t) <0 oder Is(t) > Is + 7}.

Dann gilt
P[Iy(r) = 0] = 3
P[I,(r) = I, + 7] = IS{: -,
und
E[r] = 2.

Beweis Der Beweis beruht auf der bekannten Martingaltechnik aus [14]. Zu finden sind also
zwei Martingale, eins um die Austrittswahrscheinlichkeit aus dem Streifen (—I,,7) und das
andere um die erwartete Zeit bis zum Austritt zu berechnen.

Der Prozess (I s (t),]-}) +>p st ein F adaptierter L1-Prozess, und mit der Unabhéingigkeit der
Zuwéchse des Poisson-Prozesses folgt fiir 0 < u <t:

E[L(t)|Fu] = E[15(0) + No(t) — Na(t)|Fu]
= I,(0) + Ny(u) — Na(u) +E[(Np(t) — Np(u)) — (Na(t) — No(w))|Fu]
= I(u) + E[(Ny(t) = Np(u)) — (Na(t) — Na(u))
= Ig(u) + X' (t —u) — X\ (t —u)
= I;(u).
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Der Prozess (I5(t), F;),., ist also selbst ein Martingal.

>0
Da die erste und zweite Wald-Gleichungen aus [14], 11.5.4, 11.5.6 nicht angewendet werden
konnen, bedarf es einer anderen Methode. Aus [14], 15.5.7, ist bekannt, dass (B (t)?—t, ]-"t)

ein Martingal ist, wobei B(t) eine Standard-Brownsche Bewegung ist !.

Nun gilt

t>0

E[(s(t) - 1,)*] = E[(N5(1))? — 2Np(£) Na(t) + (Na(?))?]
= Var[Ny(t)] + E[Np(t)*] — 2E[Ny(t)|E[Na(t)] + Var [Na(t)] + E[Na(t)?]
= N+ (A1) = 20N+ N+ (A2 = 2)%¢.

Mithin ist der Prozess ((I s(t) =1 5)2 — 2)\%¢, .E)t>0 auch ein Martingal.

Die gestoppten Prozesse (Is(1 At),Fy),., und ((IS(T At) — 13)2 — 2X*(T A1), Ft>t>0 sind

auch Martingale, da 7 eine Stoppzeit ist. Insbesondere folgt

I, = E[1,(0)]
=E[I(r A 0)]
= E[I(r A t)]

und

Il

0 =E[(L:(0) — I,)* — 2X*0]
E[(Ls(T A0) — I)* — 2X*(7 A 0)]
E|(Zs(

[(Is(T A t) — I5)% — 2X* (1 A t)].

I

Es gilt 0 < I;(r At) < Iy + 7 und mit dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt fiir
t — oo:

I, =E[I(7)] =0-P[I(7) = 0] + (m + L) - P[Is(7) = T+ I
)

P =m+ L] =
é]P)[Is(T) = 0] =1 _P[IS(T) = 7T+Is] - 71‘—7:]5

und

0=E[(Is() — I,)* — 2X*7]
=E[(Is(1) — I,)*] — 2X*E[7]

— (__ 2 m 2 IS _ *
_(LS)IS+W+7TIS+7r 2N°E[7]
_ Ign(Is+m) s
R 2XE[7]
= I,m —2\*E [T]
Iy
@E[T] = o

a

! Allgemein gilt, dass (M7 — (M), ) +>0 €n Martingal ist, wobei (M;):>o ein £? Martingal ist (Vgl. [8], 21.70).
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Die Arbeit von Garman kann verallgemeinert werden, indem im Prozess X in (3.11) fiir die
Folgen Y und Z auch andere Verteilungen zugelassen werden, fiir die die Laplace-Transformierten
Ly (s) und Lz(s) wie in Korollar 3.16 existieren.

Es seien I, := (I5(t))¢>0 und I := (Ic(t))¢>0 wieder der Wertpapierinventar- und Bargeldinventar-
Prozesse des Marketmakers, wobei

Ny (t) Na(t)
L) =LO)+ > Y=Y ve  t>0, (3.22)
=1 =1
Na(t) Np(t)
L(t) =T.0)+pa Y Y —py 3 Y2, t>0, (3.23)
=1 =1

und
- po und p, die vom Marketmaker gesetzten Bid- und Ask-Preise fiir die Wertpapiere,

- I5(0),1.(0) > 0 das Startkapital des Marketmakers an Wertpapiereinheiten und Bar-
geldeinheiten,

N, (t) und Np(t) die bis zum Zeitpunkt ¢ abgewickelten Kauf- und Verkaufsauftrsige,

Y und Y, die Anzahl der bei i-tem Auftrag vom Marketmaker verkauften und gekauf-
ten Wertpapiere, wobei Y@ nach F* und Y nach F® verteilt sind,

sind.

Allgemein gilt dann die einseitige Ausfallwahrscheinlichkeit nach Satz 3.23, wobei v > 0
die Losung der Gleichung k(s) = 0 mit x(s) aus (3.12) ist. Im Falle, wenn v nicht explizit
berechnet werden kann, kann die Losung der Gleichung wie in Lemma 3.19 approximiert
werden. Die Ausfallwahrscheinlichkeit kann durch Ungleichungen in Lemma. 3.24 beschrinkt
bzw. durch den Algorithmus 3.27 approximiert werden.

Im né#chsten Satz wird beispielhaft die Arbeit von Garman erweitert, indem fiir die Folgen Y
und Z die exponentielle Verteilung angenommen und die Ausfallwahrscheinlichkeit aus dem
Wertpapier und dem Bargeld angegeben wird.

Satz 3.33 Sei Y’ ~ Exp(u) und Y ~ Exp(pe) fiir i = 1,2, ..., dann gilt fiir die einseitige
Ruinwahrscheinlichkeit der Prozesse I; und I.:

Aa(pa) (ws-+a) (
. p
lim Ro(t) = § v (Mo (@6)+2a(pa))

a —ppAa(Pa
—= /\:g:;JrgL:(pcff )IS(O))’ falls /J*b)‘a(pa) < /«La)\b(pb),

1, sonst,
(3.24)
und
Xy (pv) (L2422 ) ( £8 \a(pa) — £2 Ao (py)
o _ a Io), falls 1apso(Ps) < tsPada(Pa),
lim Qo(t) = { 5 Dapa)+2u(er)) o) paps o) < pispada(pe)
1 sonst.

(3.25)

Beweis Um die Ausfallwahrscheinlichkeiten der Prozesse in (3.22) und (3.23) herzuleiten, sei
jetzt der Prozess X in (3.11) mit exponentiell verteilten Folgen Y und Z zu den Parametern

p >0 und v > 0 gegeben.
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Nun seien d := I;(0), A := No, B := N, Y := Y und Z := Y?, dann ist o = A\,(py),
B=X(pp), = po und v = p.

Somit gilt I;(¢) = d — X (t), t >0, und mit 7 = inf{t > 0: X(¢) > d} = inf{t > 0: I(¢) < 0}
folgt direkt die Behauptung zu (3.24) aus Satz 3.26.

Jetzt seien d := I.(0), A := Ny, B := N,, dann ist a = Mo(b), B = Aa(pa)-

Weiter seien die Folgen Y und Z durch Y; := pinb und Z; := paY? fiir i = 1,2, ... definiert.
Da, fiir p, > 0 und Y° ~ Exp(u) gilt ¥ ~ Exp(L), folgt p = Z—:.

Da fiir p, > 0 und Y* ~ Ezp(u,) gilt Z ~ Exp(z’j—z), folgt v = Z—;‘.

Somit gilt Ic(¢) = d — X (t), ¢ > 0, und mit 7 = inf{t > 0: X(¢) > d} = inf{t > 0: I.(t) <0}
folgt direkt die Behauptung zu (3.25) aus Satz 3.26. O

Der Tabelle 3.3 konnen einige Ausfallwahrscheinlichkeiten fiir konkrete Daten entnehmen
werden.

Bemerkung 3.34 Aus den Nebenbedingungen der Gleichungen in (3.24) und (3.25):

HXa(Pa) < prado(pp)  und  papede(Pb) < pisPada(pa)

folgt bei der optimalen Marketmaker-Strategie wie in Korollar 3.31 ebenfalls, dass fiir den
Marketmaker-Spread s = p, — pp > 0 gilt.

Der folgende Abschnitt behandelt ein in [3] definiertes Gewinnmaximierungsproblem.

3.2.7 Gewinnmaximierungsproblem

Um das Problem zu lésen, trifft Garman eine zusitzliche vereinfachende Annahme iiber die
Drift-Strategie im Wertpapierinventar. Zu der Bedingung p, > pj aus Korollar 3.31 setzt der
Marketmaker die Preise p, und p;, mithin so, dass die Ankunftsraten der eingehenden Kauf-
und Verkaufsauftréige zu einem bestimmten Wert X = \, = )\, zusammenfallen. Dies ist in
Abb. 3.6 dargestellt.

Preis #

Ab(Pb)
Py s
P, /
; AqlPg)
: >
A Auftragsankunftsraten

Abbildung 3.6: Marketmaker-Profitrate [3].

Das schraffierte Rechteck in der Abb. 3.6 stellt den vom Marketmaker erwarteten Gewinn pro
Zeiteinheit dar. Wie zu sehen ist, je kleiner X' gewihlt wird, desto groBer ist der Marketmaker-
Spread. Allerdings verringert sich das erwartete Volumen der Kauf- und Verkaufsauftrige 2)\/
pro Zeiteinheit. Deshalb ist es nicht gewinnbringend, trotz der Monopolstellung des Market-
makers, den Spread zu hoch anzusetzen (Vgl. [3]).
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Weiter ist es das Ziel, optimale Preise zu finden. Das néchste Lemma 16st das Gewinnmaxi-
mierungsproblem unter der Annahme, dass die Ankunftsraten lineare Funktionen im Preis
sind, wobei aa—A; < 0und % > 0 gilt. Die angegebenen Ergebnisse in den zwei unten folgenden
Lemmas liefert Garman in [3] ohne Beweise.

Lemma 3.35 Es seien A\, (pa) = v — dpa und \p(pp) = a+ By, wobeiy > a > 0 und 3,5 > 0
sind. Dann gilt fiir die Auftragsankunftsrate, die den erwarteten Gewinn maximiert, und das

Auftragsvolumen pro Zeiteinheit

vB + ad _ B+ ad

Ao Praed g g 2P

2(8+9) (B+9)
und fiir Bid- und Ask-Preise

- N —
pa::y‘_g_” und pp = ﬂa

Folglich gilt fiir den Marketmaker-Spread § = p, — pp und fiir den erwarteten Gewinn T = 3\
pro Zeiteinheit.

Beweis Das Auflosen der Gleichungen fiir A\p(pp) und A4(p,) nach py und p, ergibt

e B 1¢2))

)\a(pa) -
Pa 5 A (3.26)

B

Der erwartete Gewinn des Marketmakers bis zum Zeitpunkt ¢ betragt

und pp =

E[paNa(t) — psNo(t)] = palE[Na(t)] — PoE[Nb(t)] = Para(Pa) — Po s (p0)- (3.27)

Das Einsetzen p, und py aus (3.26) in (3.27) und die Gleichsetzung A\p(pp) = Ao (pa) = A fiihrt

i (y=2X (—a)}

3 7 =: h(A).
Weiter folgt

Ooh ~

— () =

=

Y—2\2 2A-a
& 5 3 =0
& (v—20)B-(2X—a)i=0
& yB+ad—-2X6+pB)=0

- Y8+ ad

A= — .
< 2(0+ B)

Fiir das Auftragsvolumen gilt 7 = 2. O

Das nachfolgende Korollar 16st das gestellte Problem unter der zusétzlichen Annahme, dass
der Marketmaker pro Handel Transaktionskosten zu zahlen hat.

Korollar 3.36 Seien ¢ die pro Handel erhobenen Transaktionskosten. Dann gilt fiir die Auf-
tragsankunftsrate, die den erwarteten Gewinn pro Zeiteinheit maximiert:

pog

A=)— .
B+46
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Beweis Der erwartete Gewinn des Marketmakers bis zum Zeitpunkt ¢ betriigt

ElpaNa(t) — poNp(t) — (Na(t) + Np(t))é] = para(pa) — oMo (p) — (Ma(pa) — Mo(ps))E.

Es sei ( ~)~ (~ )~
S (=NA (A—a)d s
90) =+ 5 2XE.
Weiter folgt
99 5y —
aX(A{—O~
Yy—2\ 2 —a _
& 5 —2=0
& (7-208—(2X—a)f —268¢ =0
s YB+ad—26BE - 6pE
DT Sy S Sy X

|

Unter den von Garman genannten Annahmen, die vielleicht in der Realitéit schwer zu finden
sind, wurde ein Handel mit einem monopolistischen Marketmaker betrachtet. Im Zentrum
der Untersuchung stand die optimale Strategie des Marketmakers, unter der er seine Rolle
langer ausfiithren kénnte.

Im néchsten Abschnitt wird ein Handelsmodell nach dem Auktionsprinzip untersucht, wo-
bei kein zentraler Marketmaker mehr existiert. Hier konkurrieren mehrere Marktteilnehmer
gegeneinander, um Wertpapiere zu kaufen oder zu verkaufen. Im Gegensatz zum vorherigen
Modell veréndern sich die Bid-Ask-Preise mit der Zeit und es entsteht ein Markt-Spread.

3.3 Auktidnsméirkte

Garman betrachtet in [3] eine Doppelauktion, in der die Kiufer gegen andere Kéufer und die
Verkéufer gegen andere Verkaufer im Wettbewerb stehen. Die Transaktionen erfolgen nur zwi-
schen dem Héchstgebot und dem niedrigsten Angebot. Die Kauf- und Verkaufsauftriige sind
unabhéingige stochastische Prozesse. Da jedoch Auftrage dann nicht unbedingt sofort nach
der Ankunft ausgefithrt werden kénnen, haben alle Auftriige eine stochastische Lebenszeit
bis sie abgewickelt werden.

Es gelten folgende Annahmen:

(i) Pro n-ter Auftrag ¢, = (p,Y,), n > 1 wird eine Einheit des Wertpapiers Y,, = 1 zum
Preis p € {pj}]Kzl, p1 <p2 <...<pg, aufgegeben.

(ii) Kauf- und Verkaufsauftrige der Auktionsteilnehmer treffen in Poisson-Prozessen NJ

und Ng zu den stationdren Parameterfunktionen A,(p;) und Ap(p;),5 = 1,..., K, ein.
(iii) A(t) und B(t) sind die Mengen der Kauf- und Verkaufsauftriige, die zum Zeitpunkt ¢
aktiv sind.

(iv) Die Lebenszeiten der Auftrige sind zum Parameter v identisch exponentiell verteilt.

(V) Pria = max{p : ¢, € A(t)} und pusk := min{p : ¢, € B(t)} sind die aktuellen Bid- und
Ask-Markt-Preise.
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Alle Transaktionen werden zu den Preisen py,ps, ..., px durch die Zusammenfiihrung aktiver
Kauf- und Verkaufsauftrdge durchgefiihrt, die mit dem Preis einig sind. Die Kaufauftrige,
die zu einem Preis iiber dem aktuellen Ask-Preis p,q gestellt sind, werden auf den Ask-Preis
gesenkt. Die Verkaufsauftréige, die zu einem Preis unter dem aktuellen Bid-Preis py;q gestellt
sind, werden auf den Bid-Preis erhoht. Dies folgt dem etablierten Auktionsmarktprinzip,
wonach spétere Auftrége zum besten erhéltlichen Preis ausgefiihrt werden (Vgl. [3]).

Das erste Ziel ist es, die Dynamik der Marktstruktur dieser ,, Doppel-Auktion“ zu beschreiben.

Korollar 3.37 Es seien N,(t) := Z}KZI NJ(t) die Gesamtanzahl der aufgegebenen Kaufauf-
trage und Ny(t) = Zj{:1 Nj(t) die Gesamtanzahl der aufgegebenen Verkaufsauftrige bis zum
Zeitpunkt t.

Dann sind N, := (Ng(t))e>0 und Np := (Np(t))s>0 Poisson-Prozesse zu den Parametern

K K
o= Z/\a(pj) und f:= Z)\b(pj).
=1 =1
Beweis Nach Lemma 3.1 ist eine Uberlagerung von Poisson-Prozessen wieder ein Poisson-
Prozess. 0

Die Preiswahrscheinlichkeitsfunktionen sind durch

a; = ——)\a(pj) und b; := ——)‘b(pj)

J P /B
gegeben. a; ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein eingehender Kaufauftrag den Preis p; hat
und b; ist die entsprechende Wahrscheinlichkeit fiir einen Verkaufsauftrag [3].

Es sei N(t) = (N7 (t))L, € Z¥, wobei die j-te Koordinate N7(t) die Anzahl der Auftrige
zum Preis p; angibt, die auf der Auktion zum Zeitpunkt ¢ aktiv sind. Ist A7 (¢) > 0, so sind
N7 (t) Kaufauftrage zum Preis p; aktiv, ist N7 (t) < 0, so sind [N (t)| Verkaufsauftrige zum
Preis p; aktiv. Daher beschreibt die K-dim Zufallsvariable NV (¢) den Auktionsmarktzustand
zum Zeitpunkt ¢.

Anzahlder B W

Kaufauftrige

Anzahlder 7
Verkaufsauftrage *

Abbildung 3.7: Zustandsbeschreibung einer Doppelauktion zum Zeitpunkt ¢ > 0 [3].
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Das Beispiel in der Abbildung 3.7, das aus [3] entnommen ist, veranschaulicht einen mdglichen
Marktzustand eines Auktionsmarktes fiir K = 9 zu einem konkreten Zeitpunkt.

Der Vektor N (t) = (2,4,0,1,0,—7,—3,0,—5) stellt somit den aktuellen Marktzustand in
Abbildung 3.7 dar und fiir die Bid-Ask-Preise gilt:

Dria = max{p : ¢, € A(t)} = max{pi1,p2,ps} = pa,
Pask = min{p : ¢, € B(t)} = min{ps, p7,po} = pe-

Angenommen, dass das néchste (n-te) Ereignis die Ankunft eines Kaufangebots zum Preis

pE {pj}le ist. Wenn p > pg ist, dann tritt eine Transaktion zum Preis pg auf und es ist
N¢(T,) =ig+1=—-7+1=—6. Wenn p < ps ist, z.B. p = ps, dann tritt keine Transaktion

auf und es sind N7(T,,) =i5 +1 =0+ 1 =1 und ppig = ps.

B sel i, ixe(£) = PN (. N?(E), o, NE(0) = (iayizy k) ) 35 € Zy dob Py, (1)
ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Auktionszustand zum Zeitpunkt ¢t den Wert (i1, 42, . . . ,ix)
annimmt. Auflerdem seien ¢ der Index des Bid-Preises und o der Index des Ask-Preises, wobei

o , 0, fallsi; <0, j=1,2,..., K
5(21,’&2,...,7,[() - { J J

1 falls iy >0, und iy <0, k=1,2,..., K — J,
(3.28)

K+1, fallsi; >0, j=12,...,K
J, fallsiy <0, undiyj_p >0, k=1,2,...,J — 1,

J(il,iQ,...,iK) = {

gilt. In der Abbildung 3.7 sind § =4 und o = 6.

Der Prozess (N(t))¢>0 ist als ein K-dim Markov-Prozess auch ein spezieller Geburts- und
Todes-Prozess. In jeder Koordinate des Prozesses (N7 (t))i>0, j = 1, ..., K, sind nur Ubergéinge
von n— 1 nach n und von n+1 nach n, n € Z, moéglich. Daher kénnen dann die Kolomogorov-

‘Riickwirts-Gleichungen des Marktmodells, die durch die Verteilung IP;, .. i, (¢) gelost werden,
wie folgt geschrieben werden (Vgl. [3]):

OP;, ..ix (1) 5
A PULEE0
g
+a Z(a’j'ljil,...,(ij—l-l),...,i}( (t))
=1
K
ta ( > aj)Rl,...,(ia—l),...,iK ()
=0
+p Z (05 Pis, .. (3—1),nire () (3.29)
j=b+1
5
+ ﬁ( Sy bj) Py (is+1),ie (F)
j=1
5
+v Z |1:.7.|P7:1,...,(ij71),...,i1( (t)
=1
K
+v Z 1951 Py .. (654 1),i ()
=0
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Die analytischen Losungen des Gleichungssystems 3.29, die den stationidren Wahrscheinlich-
keiten fiir jeden Marktzustand entsprechen, sind im Allgemeinen schwer zu finden [3].

3.3.1 Der Fall: K =1

Wenn es nur einen einzigen festgelegten Preis p fiir alle Auftrége gibt, kann der Auktionsmarkt

als einfache , Clearingstelle“ um Ké&ufer und Verk#ufer zusammen zu bringen, interpretiert
werden [3].

Da K =1 ist, gibt es nur einen Preis p zu dem die Kauf- und Verkaufsauftrige aufgegeben
werden kénnen. Somit gibt die eindimensionale Zufallsvariable NV (t) € Z, die Anzahl der
Auftrage zum Preis p an, die auf der Auktion zum Zeitpunkt ¢ aktiv sind. Es gilt wie vorher,

dass N (t) Kaufauftrige aktiv sind, wenn N(¢) > 0 ist, und |[N(¢)| Verkaufsauftrige aktiv
sind, wenn N (¢) < 0 ist.

Der Prozess (N (t)):>0 ist ein Markov-Prozess. Es bezeichnen g;; die Zustandsiibergangsintensitéiten
von Zustand ¢ nach j mit den folgenden Werten (siehe [3]):

Xa(p), n >0,
dnnt+1 =
Aa(p) — nv, n<0
b(p) + nv, n >0,
n.n— 3.30
o { (o), n<o (3.50)
Aa(p) + Xo(p) +nv, n >0,
dnn = )\a(p) + )\b(pL n =0,
Aa(p) + Ao(p) — nv, n < 0.

Die stationére Verteilung 7, = lims_,co P(NV(¢) = n), n € Z, erfiillt somit die Gleichung:
0= —TnGnn + Tn-1Gn—1,n + Tn+19nt+1,n (331)
mit '

i T = 1, (3.32)

n=—oo

wobei 7, den Anteil der Zeit darstellt, wihrend der auf der Auktion |n| Kaufauftrige, falls
n > 0, oder Verkaufsauftrige, falls n < 0, aktiv sind. In der Abbildung 3.8 ist zu erkennen,
dass der Term 7y, gy, den Abfluss aus dem Zustand n und m, 1Gn—1n+Tn41Gn+1,, den Zufluss
in den Zustand n darstellt.

Ap(p) Ap(p) Ap(p) Ap(p) Aalp) Aalp) Aglp) Aalp)

eta‘g

Aglp)-nv  Ay(p)-(n+1)v Aalp)+2v  Aylp)+v Aplp)+v Aplp)+2v Aplp)+(n-1)v  Ap(p)+nv

Abbildung 3.8: Zustandsiibergangsintensititen-Diagramm.

Lemma 3.38 Es gilt

Aa
o Hz 1 )\b(p(g_)w, n>1,
0 Hz 1 )\a(p)-l-ll/’ n S _]-7

wobei mg die Wahrscheinlichkeit ist, dass kein Auftrag auf der Auktion aktiv ist.
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Beweis {m,;n € Z} erfiillen die Gleichungen

Z Tngn,k = 0 und Z TkQkn = 0 VkeZ
nez neZ
und daher gilt
Z Tnnk = Z TkQk,n Vk € Z.

nel,n#k n€Z,n#k

Unter Beriicksichtigung dieser Gleichungen folgt durch die Gleichsetzung der Wahrscheinlich-
keitsflisse aus und in den Zustand n die folgenden Beziehungen (siehe [2], 4.5.5)

Tn—19n—1,n = T™nQnmn—1, n>1
3.30
“E a1da(p) = Tu(p) + o)
B Aa(P)
& Ty = 7r71—1@7};
Aa(p) Aa(P)

& Ty = Ty
=28 0) + (n— 1)v Ao (p) + v

UH%@+W

und
7ann,n—ib—l = Tn+19n+1,n, n<-1
(3.30)
& m(Aa(p) — nv) = mpiade(p), n< -1
Ao(p)
& Ty = —
T 7Tn—|—1 )\a (p) —nv
Ao (p) Ab(p)
= Ty =
m nt2 Xa(p) — (n+1)v Ao(p) — nv
ﬁ b (p)
Aa(p) +iv’
O
Als néichstes werden die Wahrscheinlichkeiten mg, 7 = > 0% | 0, 71— = ;_,1__ oo Tn gesucht,
wobei
- 2 (332
T+ Ty + 7T =My + Z 7Tn+Z7rn ="1 (3.34)
n=—oo n=1
gilt.

Das Ergebnis im folgenden Lemma und seine Herleitung ist aus [3] entnommen worden.
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Satz 3.39 (Vgl. [3]) Esgilt

Ap(p) Aa(p)
a®  Ag(p) v v, ()
T = e S - pr) : et dt,
0
_2a(p) 2p(P)
( v v a
= ﬂ_oe}‘bup) ' Ab(p) / *itA,/(p)d
v 0
_2p(p) da(p) _2a(p) Ap(P)
a®)  Ag v v Ap(p) v v a -1
o = (1+ekup : ]Ep) / et g 4 e b -’\”ip) / e"ttxu(p)dt) .
0 0
Beweis ([3]) Es folgt
T+ = Zﬂ'n
n=1
(332) o T Ma(P)
o @)
]
— L 0u(p) + i)
n=1 =
- Aa(p) n v
> U
o (Aa@)\P T (M) |, )
S (B ] (M2
Es gilt fiir alle y
F( +n)
y+i—1)" . n=12, .., 3.35
H( TG (3.35)

wobei
(e9) . T
I(y) = / e t¥ "t und T(y,z) = / ety dt Rey >0
0 0

vollstindige und unvollstindige Gammafunktionen sind. Die unvollstindige Gammafunktion
besitzt die Reihendarstellung (siehe [15], (4))

il -,y - n r
[(y,z) =e "z nzz?:w f(yT(i/L)—{:l—) (3.36)

Es bezeichne = := A“T(m und y := 5”,Ei). Dann folgt weiter

n

T = o Zfﬂn H(’y +4)7

(3.35) Z Dly+1)

— T(y+1+n)

n+1 y + 1)
mij Tly+1l+tntl)
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:7’[’0

00
£ —z,y+1 n F(y + 1)
e—$$y+1 ez ZO z T

n=

(3.36) moe®z VT (y + 1, z).

Aus Symmetriegriinden gilt

T = ﬂoeyy_xf(m +1,9).
Dann folgt mit (3.37) und (3.38)

mo + T + = (334 1

& m+ ez V(Y +1,7) + mely T(z + 1,y) = 1
& mo(l+ emx_yf(y +1,z)+ eyy_””f(a: +1Ly)=1
o m= 1+ VT (y+1,2)+ ey T(z+1,y) "

(y+1+n+1)

(3.37)

(3.38)

d

Sei NV der aktuelle Marktzustand. Als néichstes Satz liefert den Erwartungswert des Markzu-

standes.
Satz 3.40 (Vgl. [3]) Es gilt
E[N] — Aa(P) — Ao (p)

v

Beweis [3] Fiir den Erwartungswert des Marktzustandes gilt

EN] = Y nPWN =n)= > nm,.

n=—0c0 n=—oo
Es folgt
(3.31)
0" =" — AnnTn + qn—1,nTn—1 + Qnt+1,nTn+1
oo
<0 = Z n(_Qn,n'/Tn + Qn-1,nTn—1 + Qn—l—l,nﬂn—i-l)
n=-—o0o0
S
= Z (_n%z,nﬂn + (n + 1)Qn,n+17Tn + (TL - 1)Qn,n—1ﬂ'n)
n=-—o00
—1
= Z ( — Nn,n + (n + 1)(]n,n+1 + (n - 1)Qn,n—1)7rn
n=-—co
0
+ Z ( — NQp;n + (n + 1)Qn,n—|-1 + (n — 1)C_In,n—1)7rn
n=0
o0
+ Z ( — NGQpn + (n + 1)‘]77,,17,—1—1 + (TL - 1)(]n,n—1)7rn
n=1
—1
(3.30)

n=—oco

0

+) (= n(alp) + X)) + (n 4+ DAa(p) + (n = DX(p))

n=0
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o0

+Z a(p) + X (p) + ) + (n+ D)Aa(p) + (n — 1) (Mo (p) + )7y,

-1

= Y (al®) = X(0) — )T+ (Malp) — Xs(0)) 70 + > (Aa(p) — Ao(p) — )7
n=1

= 3 (al®) ~ Mo(p) — )
- ()‘a(p)*)‘b(l’)) Z Ty, —V Z nmy,
n=-—00 n=—o00

v
n=-—0o
=EN]
O
Die erwartete Anzahl der Auftréige, die auf der Auktion aktiv sind, ist E[|N]].
Satz 3.41 (Vgl. [3]) Fiir die Erwartung des Marktzustands gilt
B[N = As(p) = Aa(P)) T+ b (p) + Aa(P))m0 + (Na(p) — Ao (p))
v
Beweis ([3]) Fiir den Erwartungswert des Marktzustandes gilt
o0
B[V = Z n[PW =n)= " |n|m.
n=—oo n=—oo
Es folgt
(3.31)
0 =" - GnnTn + Gn—1nTn—1 + gnt+1,nTn+1
<0 = Z |n;('—Qn,n7rn + @n—-1,nTn—1 + Qn+1,n7Tn+l)
n=—oo
= Z ( - I’)’qun,n =+ |n + 1|qn,'n+1 + |TL - 1]Qn,nA1)7Tn
(3.30) o
=73 () = Aalp) = Inlv)mm + (Aa(p) + Ao (0)) 0 + Z — Xo(p) — |n|v)m,
n=-—00
[e.0]
= <(/\b(p) — 2a(p)) T + (Aa(p) + Ao(p)) 70 + (Na(p) — )\b(p))mH-) —v > |njm
n=—0o
ad A — A —+ (X A + (A - A
&3 fnfn = (Mo(P) = X)) T + (Aa(p) + Xo(p)) ™0 + (Aa(p) = Ao(p)) Tnst
n=—00 v
——————
=E[N]
a

Unter den von Garman genannten Annahmen wurde eine Doppelauktion untersucht, in der
Marktteilnehmer im Wettbewerb stehen. Im Fokus stand die Dynamik des Marktes.

o6



4 Ausblick

Es wurden inventarbasierte Basisméirkte nach dem Marketmaker- und Auktionsprinzip von
Garman finanzmathematisch untersucht. Bei beiden Modellen wurde die stochastische An-
kunft von Kauf- und Verkaufsauftrigen bei der Bestimmung der Wertpapierhandelspreise
berticksichtigt.

Das Marketmaker-Modell erwies sich laut O’Hara geeigneter, um die Funktionsweise der
Wertpapiermérkte zu beschreiben (siehe [11]). Im Mittelpunkt dieses Ansatzes von Gar-
man steht die Ausfallwahrscheinlichkeit des Marketmakers aus dem Geld- und Wertpapier-
Inventar. Die Inventare werden durch folgende stochastische Prozesse beschrieben:

L(t) = L(0) + No(t) — Na(t),  ¢>0,
Ic(t) = Ic(o) +paNa(t) - prb(t)7 t>0

Diese Arbeit verallgemeinert die Inventar-Prozesse zu folgenden Prozessen:

Np(t) Na(t)
L) =L0)+ Y ¥'= Y v t=>0,
=1 =1
Na(t) Ny (1)

L(t) =I0)+pa Y Y —pp » Y7,  t>0.
=1 =1

Um auf die Ruinwahrscheinlichkeiten des Marketmakers zu schliefflen, wurde zun#chst die
Martingal-Technik ausgearbeitet und ein Masswechsel durchgefithrt. Die Untersuchungen
stiitzen sich zum Teil auf die Ruintheorie von Assmusen in [1], Rolski u.a. in [12] und Gatto

in [4], wobei die Autoren den Prozess Zf:(i) Y; — [t betrachten.
Diese Arbeit untersucht die Eigenschaften des Prozesses

A(t) B(%)

X(t)=) Yi=> Z t>0
=1 =1

unter diesen Ergebnissen. Das Hauptresultat der Arbeit ist die Darstellung der einseitigen
Ausfallwahrscheinlichkeit des Prozesses (X (t)); in unendlicher Zeit unter einem optimalen
exponentiellen Masswechsel

P(T < 00) = e 1IE? [e_V(X(T)_d)].

Der Ausdruck ist einfach zu handhaben und l4sst sich im exponentiellen Fall exakt auswerten.

Der Masswechsel ermoglichte auflerdem weitere Berechnungen wie Schranken fiir den Ruin
und die effiziente Simulation zur Berechnung der Ausfallwahrscheinlichkeit des Prozesses
(X (t))¢, was dann wiederum auf die Inventar-Prozesse des Marketmakers (I,(t)); und (I.(%)):
angewandt worden ist.

Der Marketmaker-Ansatz von Garman unterstreicht die Bedeutung des Inventars fiir den
Hisndler, um seine Rolle so lang wie méglich ausfithren zu kénnen. Jedoch ist dieses Modell
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4 Ausblick

durch einige Annahmen von Garman eingeschrénkt. Der Marketmaker ist z.B. nicht aktiv
am Preisbildungsprozess beteiligt, da er nur zum Beginn des Handels Bid-Ask-Preise setzen
darf. Laut O’Hara erlangte jedoch der Ansatz von Garman grofie Anerkennung und wurde
zur Vorlage fiir viele weitere Untersuchungen des Marktes verwendet.

In einigen Arbeiten, in denen der Rahmen von Garmans Ansatz iibernommen wurde, kann der
Héndler die Bid-Ask-Preise in Abhéingigkeit vom Inventar kontinuierlich anpassen, um seine
Position auf dem Markt entsprechend zu verdndern. Das Inventar ist durch eine obere und
eine untere Schranke begrenzt, sodass die Betrachtung der Ausfallwahrscheinlichkeit in diesem
Ansatz irrelevant wird und der Fokus auf dem Preisbildungsprozess in Abhéngigkeit vom
Inventar liegt. Auch wie bei Garman kommt es hier zu einem positiven Marketmaker-Spread.
Jedoch entsteht er, um den Gewinn zu maximieren und nicht um die Ausfallwahrscheinlichkeit
zu minimieren (siehe [11], S. 23, 24).

Zudem diskutiert O’Hara die Erweiterungsoptionen mit Fokus auf das dynamische Verhal-
ten der Markte, in denen der Marketmaker beispielweise im Wettbewerb steht oder eine
bevorzugte Inventar-Position annimmt. Hierbei wurde allerdings das von Garman gestellte
Ruin-Problem aufier Acht gelassen (siehe [11], S. 24).
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A Kovarianzfunktion des zusammengesetzten
Poisson-Prozesses

Es sei X :=

(Xt)t>0 ein Prozess mit X(t) := Ziji(f) Y;, wobei N := (N(t))¢>0 ein Poisson-

Prozess ist mit Parameter A > 0 und Y := (¥;);en eine Folge unabhéngiger positiver nach

Fy (Fy(t) =
Es gilt fiir u

E[X (u)X(t)]

0 fiir t < 0) identisch verteilter Zufallsvariablen ist, die unabhéngig von N ist.
<t

Nw N N () N (1)
= E ZYZY E{ZZYY}
2_ =0 35=0
[ [o’sBlN¢’s) N(u) N(t)
= ED DYDY Y| Lnvweke=n
| k=01=0 \ i=0 i=0
-oo 00 k
= E ZZ (ZZYY LN (w)=k,N (£)= z})}
| k=0 1=0 \ i=0 j=0
co oo k l
— Z Z Z E {Yin : I{N(u):k,N(t)zl}}
k=0 1=0 i=0 j=0
o oo k l
WY b § YV E [YY]] P(N(u) = k, N(t) = 1)
k=0 (=0 i=0 j=0
co oo k l
S S Y SR |p(N(w) () = N(u) =1—k)
k=0 I=k i=0 j=0

co oo k
unab.:ZuW.ZZZ ‘ ]E[YZY]}]P’(N(U) =k)P(N(t) — N(u) =1—k)

oo 00 k k l
stat Zuw. § 7y {ZEYE + ¥ Emfj]P(N(u) — B)P(N(t—u) =1—k)
k=0 1=k i=0 i=0 j=0,kzl
o0 0o U k _ (I-k)
= 23 [t e
_ —Au,— u ()‘ukoo t_u)(lk
= EYPe e 0~ )Zk ' ZZ =
—u,—At—u (M) < ()\(t—u))(l*k)
e 30§y et
_ xt (M)(’“ Yo~ A —w))!
= Exje” Z’\ -1 & I
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A Kovarianzfunktion des zusammengesetzten Poisson-Prozesses

e (A At — )R
+ (EYl)QeA};(éjl),z;—pkw)(((—;g)'

_ Elee_)‘t)\ue)‘ue)‘(t_u)
B LA PR G Conk) BN PRI € ) i
N ey S e =

=  EY?\u+ (EY;)? ““i ()" At — e84 (e 1)eME—u)
1 1)%€ =1 (t—ue + (k—1)e

= EY?\u+ (EV;)? _MZ/\ %/\(t—u)e (t=v)

(k—2)
2 —At ) A(t—u)
+  (EY;)%e Z (Au)? (k—2)' A

= EYP\wu+ (IEYl)%_M/\ue)‘“)\( —u)eEY 4 (BY7)2e M ()2 e Ew)
= EY?Mu A+ (EY1)?N2u(t — u) + (EY;)2 M\ %02
=  EY? u+ (EYq)? M\ ut.
Weiter folgt fiir v < ¢:
Cov[X(u), X (t)] = E[X ()X (t)] — EX (u)EX(t)
= EY?2u + (EY;)2 X 2ut — AuEY; MEY;

= AuEY?.
Es sei jetzt X == (X ()0 mit X(£) = M, X;(t) wie in (3.4), wobei X;(t) = Sh Py,
ist.
Es gilt fiir u < t: vj(u) == Cov|[X;(u), X;(t)] = )\ju]EYle und, da X;, j =1, ..., M, unabhéngig
sind, gilt:

v(u): = cov[X(u) X(t)] —E[X(£) X (u)] — EX (w)EX (t)
(3-5) [ZX (u) ZX } — n(u)n(t)
M M
= 3 Z E[X;(u) X;(t)] — n(u)n(t)
J];[ - M M
= S EX;X;®]+Y, > EX;u)X(®)] - n(u)n(?)
j=1 j=1i=1,i#j
X; unab. ’ LA
7 e (cov[X (), X;(1)] + EX;(u)EX;(t) ) +> > EX;(WEX(t) — n(u)n(t)
j=1 J=11i=1,i#j
M M M .
= Zuj +Zm (u)n; (t) Z Z 5 (w)ni(t) — n(u)n(t)
M
= Y yw+ Zm Z () = n(wn(t) = ZA uEY; (A.1)
j=1 =1 Jj=1
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B Simulation der Funktion x(s) und ihrer
Nulistellen

Die Simulation der Funktion k(s) mit den Parameter « = 10,8 = 15,y = 5,z = 4 und
die numerische Berechnung der Nullstelle v > 0 mit der Genauigkeit 0,00001 mit Hilfe der
Funktion uniroot in der Programmiersprache R:

kappa <- function ( s, a, y, b, z)
ax(exp(s * y) - 1) + bx(exp(-s * z) - 1)
s <- c( seq( -0.03, 0.07, by = 0.0001))

NS <- uniroot( kappa, c( 0.03, 0.05), tol = 0.00001, a = 10, y = 5, b = 15,
z = 4)
cat( "Nullstelle s= ", NS[[1]], "\n")
pdf ( "Nullstelle.pdf")

par( cex = 1.6, mar = c( 3.5, 3.5, 0.5, 0.5) + 0.1, mgp = c( 2.5, 0.8, 0))

matplot( s, kappa( s, 10, 5, 15, 4), type="1", 1lwd=2.5,
ylab = expression( kappa*"( s)"), xlab = expression( s))
abline( v = 0, lty "dashed", 1lwd=2);
abline( h = 0, 1ty = "dashed", lwd=2)
text( 0.0378, -0.05, expression( gammax" ~ 0.04037984"),
pos = 4, offset = 0.2)
legend( 0.03, 0.52, title = "Parameter",

legend = c( expression( paste( italic( alpha), " = 10 ")),
expression( paste( beta, " = 15 ")),
ny =5 ",
"y = 4 u)’

bty = Ilnll,)

dev.off()

Die in R vorimplementierte Funktion uniroot(f, interval,...) sucht eine Nullstelle der Funktion
f im vorgegebenen Intervall nach dem sogenannten Brent-Verfahren, das auf dem Bisektions-
und dem Sekanten-Verfahren beruht (aufgerufen am 16.06.2015 unter https://stat.ethz.ch/R-
manual/R-devel/library/stats/html/uniroot.html). An den Werten der Grenzen des Intervalls
muss die Funktion verschiedene Vorzeichen annehmen.
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C Monte-Carlo-Simulation des Prozesses
unter Masswechsel

Der folgende in der Programmiersprache R implementierte Algorithmus 3.27 simuliert n Pfade
des Prozesses X (t) = Zf:(? Y; - ZZB:(? Zi, Yy =y, Z; = ¢ fiir alle 4, bis zum Ruin 7 = inf{t >
0: X(t) > d}, d > 0 unter dem Mass P und berechnet den Schétzer vom Uberschuss des
Prozesses zum Ruin, X (7) — d, fiir die Parameter o = 11,8 = 15,y = 5,2z = 4 und den

Schwellenwert d = 10.

#Eingabe der Parameter

d <~ 10

a <- 11

b <- 15

y <- b

z <- 4

gamma <- 0.01941748 #in konstanten Fall (approximiert)

#Parameter nach dem Masswechsel
alpha <- a*exp(gamma* y)
beta <~ bx¥exp(-gamma* z)

n <- 100 #Anzahl der Pfade
TAU <- c() #Zeitpunkt des Ruins
Overshoot <- c() #Uberschuss nach dem Ruin

pdf ( "n_Pfade.pdf")
for (i in 1:n)

{
AB <- 0 #Vektor der Forderungen der Kauf- und Verkaufsauftrége

TY <- 0
TZ <- rexp( 1, beta) #Zwischeneintrittszeiten der Verkaufsauftrige

while ( sum(AB) <= d)

{
TY <- ¢ ( TY, rexp(l,alpha)) #Zwischeneintrittszeiten der
#Kaufauftrége
while ( sum( TZ) < sum( TY))
{
AB <- c( AB, -z)
TZ <- c( TZ, rexp( 1, beta))
¥
AB <- c( AB, y)
+
ty <- cumsum( TY)
ty <= ty[ 2:1length( ty)] #Eintrittszeiten der Kaufauftrige
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C Monte-Carlo-Simulation des Prozesses unter Masswechsel

tz <- cumsum( TZ)

tz <- tz[ 1:length( tz) - 1] #Eintrittszeiten der Verkaufsauftrige
t <= sort( c( ty, tz)) #Eintrittszeiten der Auftrige

X <- cumsum(AB) #Der Prozess X(t) fiir t>=0

TAU[i] <- t[ length{ t)] #Zeitpunkt des Ruins des i-ten Pfades

TAU[i] <- round(TAU[i], digits = 4)
Overshoot[i] <- X[length(X)] - d #Uberschuss nach dem Ruin
#des i-ten Pfades
#Plotte der Pfade des Prozesses X(t)
par( cex = 1.6, mar = c( 3.5, 3.5, 0.5, 0.5)+0.1, mgp = c( 2.5, 0.8, 0))
pfad <- stepfun( t, X) #Treppenfunktion des Prozesses X(t) fir t>=0
plot( pfad, verticals=FALSE, 1lwd=3.5, pch=20,
ylab = expression(X(t)), xlab = expression(t), main=NULL)
abline( h = d, 1ty = "dashed", lwd=1.5)
abline( h = 0, lwd=1.5)
rug( ty, col = "red", lwd = 1.5)
rug( tz, col = "blue", lwd = 1.5)
text(x = TAU[i]l, y = min( X) + 0.5, col = "darkgreen", cex = 1,
labels = substitute(paste(tau == variable, sep=""), list(variable=TAU[i])))
text(x = t[ floor( length(t)/2)], y = d + 0.8, col = "darkgreen",

[

cex = 1, labels = substitute(paste("X(", tau,") - d = ", variable, sep=""),
list(variable=0vershoot[i])))

}
dev.off ()

#Ausgabe der Ruinzeiten und Uberschiisse zum Ruinzeitpunkt aller
#n simuliertenPfade in einer Tabelle

N <- 1:n

(Ruin <- c¢bind( N, TAU, Overshoot))

#Die Daten in eine Datei speichern
write.table(Ruin, file ="MSC_Ruin.txt", quote = FALSE, sep = " & ",
row.names = FALSE , eol = " \\\\ \n ")

#Berechnung des Schétzers des Uberschusses
(OvershootSchaetzer <- sum( Overshoot) / n)

#Berechnung des Schétzers der Ruinwahrscheinlichkeit

( Ruin <- exp( -gamma*( d + OvershootSchaetzer)))

(TAUSchaetzer <- sum( TAU) / n)

Der obige Code kann fiir den Prozess X (t) = Z?:(? Y, — Z?:(? Z; modifiziert werden, wobei Y;
und Z; nach Fy und Fz jeweils verteilt sind. Dabei werden die Variablen Y; und Z; lediglich
durch nach Fy und Fz verteilte Werte substituiert und Parameter nach dem Masswechsel
entsprechend der jeweiligen Verteilungen berechnet.

Der folgende in der Programmiersprache R implementierte Algorithmus 3.27 berechnet die
Ausfallwahrscheinlichkeit des Prozesses X(t) = Zi(? Y — Zf:(? Zi, wobei Y; ~ Ezp(u),
Z; ~ Exp(v) fiir alle 4, bis zum Ruin 7 = inf{t > 0: X(¢) > d}, d > 0 unter dem Mass P?
exakt und schétzt sie.
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C Monte-Carlo-Simulation des Prozesses unter Masswechsel

#Eingabe der Parameter
d, a, b, m, v

gamma <- (bxm-axv)/(b+a) # #gamma in exponentiellen Fall
AW <- exp(-gamma * d)*((ax(m + v))/(mx(a + b))) #Exakte Ruinw.-keit

#Parameter nach Masswechsel

alpha <- a* m/(m-gamma) #LY(s)=m/(m-s) Exp-Laplacetransformierte von Y_1
beta <~ bx v/(v+gamma) #LZ(s)=n/(n-s) Exp-Laplacetransformierte von Z_1
mu <- m - gamma

nu <- v + gamma

n <- 1000 #Anzahl der Pfade
TAU <- cQ #Zeitpunkt des Ruins
Overshoot <- c() #Uberschuss nach dem Ruin

for (i in 1:n)

{

AB <- 0 #Vektor der Forderungen der Kauf- und Verkaufsauftrége
TY <- 0

TZ <- rexp( 1, beta) #Zwischeneintrittszeiten der Verkaufsauftrége

while ( sum(AB) < d)

{
TY <- ¢ ( TY, rexp(l, alpha)) #Zwischeneintrittszeiten

#der Kaufauftrage
while ( sum( TZ) < sum( TY))

{
AB <- c( AB, -rexp(1l, nu))
TZ <- c( TZ, rexp( 1, beta))
+
AB <- c( AB, rexp(l, mu))
}
ty <- cumsum( TY)
ty <- ty[ 2:length( ty)] #Eintrittszeiten der Kaufauftrige
tz <- cumsum( TZ)
tz <- tz[ 1:length( tz) - 1] #Eintrittszeiten der Verkaufsauftrige
t <- sort( c( ty, tz)) #Eintrittszeiten der Auftrige
X <- cumsum(AB) #Der Prozess X_t fir t>=0
TAU[i] <- t[ length( t)] #Zeitpunkt des Ruins des i-ten Pfades
Overshoot[i] <- X[length(X)] - d  #Uberschuss nach dem Ruin
} #des i-ten Pfades

#Berechnung des Schétzers des Uberschusses
OvershootSchaetzer <- sum( Overshoot) / n
#Berechnung der Ruinwahrscheinlichkeit

Ruin <- exp( -gamma*( d + OvershootSchaetzer))

DATEN <- cbind(a,b,m,v,a*v,b*m, alpha, beta, mu, nu, AW, Ruin)
(DATAN <- round(DATEN, digits = 4))
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