Ubungen zur Vorlesung
“Stochastik*

Sommersemester 2016, Blatt 6

Abgabetermin: keine Abgabe

(Dieses Blatt dient der Ubung und Wiederholung als Unterstiitzung zur Vorbereitung auf die
Klausur. Eine Losungsskizze wird voraussichtlich eine Woche vor der Klausur auf die Homepage
gesetzt. Weder Umfang, Schwierigkeitsgrad noch Thematik dient als Orientierung fiir die Klausur.)

Aufgabe 21

Seien X7, ..., X, unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit X; ~ Exp,, A > 0.
Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood Schétzer fiir A und zeigen Sie, dass dieser konsistent
ist (d.h. dass er fiir n — oo in Wahrscheinlichkeit gegen A konvergiert).

Aufgabe 22

Bei einer Wahlumfrage erklédrten 108 von n = 500 befragten Personen, dass sie bei der néchs-
ten Wahl eine bestimmte Partei wihlen wiirden. Die Antworten kénnen als Zufallsvariablen
Xq,..., X, aufgefasst werden. Bestimmen Sie ein zweiseitiges Konfidenzintervall zur Sicher-
heit 1 — « fiir den wahren Stimmanteil p der Partei in der Gesamtbevolkerung. Betrachten
Sie dazu die approximative Verteilung von Z bzw. |Z| mit

Z = —Xn P .
Vp(l—p)/n
Aufgabe 23
Seien Xji,..., X, unabhingige identisch N, uo2-verteilte Zufallsvariablen mit bekannter Vari-

anz o2. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass

_ o - o
I(X)=1(X1,...,Xp) = <X - za/2ﬁ7X + za/Z%)

ein Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert p zur Sicherheit 1 — «v ist. Dabei bezeichnet

X den Mittelwert und z, /5 das obere o/2-Quantil der N -Verteilung a € (0,1).

Zeigen Sie, dass fiir eine beliebige Konstante p9 € R durch 7' : R™ — {0,1},  — T'(x) und
die Entscheidungsregel
T(x) =1 < o & I(x)

ein (zweiseitiger) Test zum Niveau « fiir die Hypothesen Hy : p = pg vs. Hy @ # po definiert
ist. Wie grofl konnen die Fehlerwahrscheinlichkeiten 2. Art héchstens werden?

(bitte wenden)



Aufgabe 24

Bei einer theoretischen Priifung ist ein Fragebogen mit n Fragen zu bearbeiten. Zu jeder
Frage sind a Antworten vorgegeben, von denen genau eine richtig ist. Die Priifer wollen
mit Sicherheit 1 — v den Fall ausschlielen, dass ein Priifling besteht, obwohl er nur geraten
hat. Definieren Sie fiir diese Problemstellung ein geeignetes Konfidenzintervall. Zu welcher
Schlussfolgerung gelangt man, wenn 11 bzw. 15 von n = 20 Fragen beantwortet wurden,
pro Frage a = 3 Antworten moglich waren und o = 0.01 ist? Wie viele Antworten sollten
mindestens richtig sein?

HINWEIS: Zur konkreten Berechnung der Konfidenzgrenzen kann der Zusammenhang mit der F-
Verteilung ausgenutzt werden. Hier ein Auszug der Tabelle der oberen 0.01-Quantile der
F,, ., Verteilung.

vy
10 12 14 16 18 20
20 | 3.37 3.23 3.13 3.05 299 294
22 1326 3.12 3.02 294 2.88 2.83
24 | 3.17 3.03 293 285 279 274
vy 26 |3.09 296 286 2.78 2.72 2.66
28 | 3.03 290 2.79 2.72 265 2.60
30 | 298 284 274 266 260 2.55

Waiederholungsaufgaben:

Aufgabe 25

Eine Urne enthélt 5 weile und 3 schwarze Kugeln. In einer zweiten Urne liegen 3 weifle
und 9 schwarze Kugeln. Zunéchst wird ein Wiirfel gewiirfelt. Ist die Augenzahl < 5, so wird
anschlieBend eine Kugel aus der ersten Urne gezogen, andernfalls aus der zweiten. Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit eine weifle Kugel zu ziehen?

Aufgabe 26

Es seien p,q € (0,1) und X; ~ Ber,, Xs ~ Ber, unabhingige Zufallsvariablen. Bestimmen
Sie die Verteilung von Y := X; — X5 sowie Z := X7 - X».

Aufgabe 27

Sei X Poisson-verteilt mit Parameter A > 0. Berechnen Sie E[Xe*].



Aufgabe 28

Die gemeinsame Verteilung zweier Zufallsvariablen X und Y wird durch die (gemeinsame)
Dichte f(z,y) beschrieben:

a) f(x,y) - ILG : ]1(—2,2)2 (ib',y)
b) f(z,y) = 5 (L(—20p2(x,y) + Ljg22(z,y))
o) fla,y) =1 +ay)- L1 1)(2,y)

Wie sind in diesen drei Fillen X und Y selbst verteilt? Bestimmen Sie jeweils E[X] und E[Y].
In welchen Fillen (und warum) sind X und Y stochastisch unabhéngig?

Aufgabe 29

Es seien X und Y quadratintegrierbare Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, P). Fiir alle wy,ws € Q gelte:

X(w1) < X(w2) = Y(wr1) <Y(w2).
Man zeige, dass X und Y positiv korreliert sind, d.h. Cov(X,Y") > 0.

HINWEIS: Zeigen Sie zunéchst, dass die obige Annahme impliziert, dass Vw,ws € 2 :

(X (ws) = X(w))(¥ (wn) — Y (1) > 0.

Aufgabe 30
Die Zahl der Jungengeburten verhalte sich zur Zahl der Madchengeburten wie 18 : 17.

a) Berechnen Sie fiir den Fall von 14000 Geburten mit Hilfe des Satzes von de Moivre-
Laplace ndherungsweise die Wahrscheinlichkeit, dass darunter mindestens 7037 und
hochstens 7363 Jungen sind.

b) Wie grofl muss die Zahl der Geburten mindestens sein, damit der Anteil der Médchen
mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 95% mindestens 15/35 und hochstens
19/35 ist?

Aufgabe 31

Es seien X und X,,, n € N, integrierbare Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum

(Q, A, P). Zeigen Sie, dass aus
> B[ X, - X[] < o0
n=1

folgt, dass X,, P-fast sicher gegen X konvergiert.

(bitte wenden)



Aufgabe 32

Zeigen Sie fiir eine w.i.v. Stichprobe der Zufallsvariblen X mit E[X] = p und E[|X|?] < oo
vom Umfang n, dass

=1

ein erwartungstreuer Varianzschétzer ist. Berechnen Sie auflerdem den Erwartungswert von

und geben Sie dann einen erwartungstreuen Schitzer des 3. zentralen Moments von X an.

Aufgabe 33

Entscheiden Sie, welche der folgenden Aussagen wahr (Begriindung!) und welche falsch (Be-
grilmdung bzw. ein Gegenbeispiel!) sind:

a) Fiir n € N sei S,, binomialverteilt mit Parametern n und p € (0,1). Dann gilt S,,/n L
p.

b) Ist A ein Ereignis mit P(A) € (0,1), dann gilt fiir alle Ereignisse B

P(B|A) + P(B%A°) = 1.

¢) Wenn X; und X9 unabhingig und identisch verteilt sind, dann sind X; - X und X 12
identisch verteilt.

Die Ubungsaufgaben sowie weitere Informationen zur Vorlesung finden Sie auf der Internetseite:
http://www.stochastik.uni-freiburg.de/lehre/SS-2016/VorStochSS2016



